Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Continuidad en Espacios Métricos

La nocién de continuidad de una funcién entre espacios métricos es formalmente identica a la de conti-
nuidad de una funcién entre espacios euclidianos.

Definicién 1. Sean (X, d,) y (Y,d,) espacios métricos. Una funcion ¢ : X — Y es continua en el punto
2o € X si, dada € > 0, existe 6 > 0 (que depende de xo y de €) tal que

dy(o(z), p(z0)) <€ st dy(x,x0) <0
Decimos que ¢ es continua si lo es en todo punto de X.
La continuidad de ¢ depende de las métricas que estamos considerando en X y Y.

Ejemplo La identidad id : R — R} es una funcién continua para cualesquiera p, r € [1, 00].

Demostracion. Considerando en R} la métrica inducida por la norma r

n
dry (2, 20) = ||z — @0, = (Z i — $01T>
=1

Y considerando en R} la métrica inducida por la norma p

=

n
dry (2, 0) = ||z — 2o|lp = (Z |i — $01|p>

i=1
tenemos que para cualesquiera p,r € [1,00) y @ = (21,...,2,) € R™ se tiene que
n 2 v
[ 1 . 1
|- = (Z |$z|r) <|n mix |z;|" ] =n" mix |z =n" ||7]w
i=1 i=1,...,n i=1,...,n
> 1
n P
[#]loc = méx |zl = | mix |27 | < (Z |xi|p> = |||,
i=1,...,n i=1,...,n 1=1

De ambas desigualdades concluimos que
el <n* llel, ¥z eR", pellod, el o)

Dados 29 € R" y € > 0 definimos § = n~ 7esir € [1,00) 0 § = € si r = co. De lo anterior

dry (2, 0) = ||z — 20o|lr <€ si drn(2,70) = ||z — 20|, <§
esto prueba que id : R} — R} es continua. O
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Ejemplo Sea ¢ : C[0,1] — R dada por

n=[ 1w

Demostracion. Considerando en R la métrica

Vamos a mostrar que ¢ continua

dr(z,x0) = |z — z0|
Y considerando en C[0, 1] la métrica

depo,1)(fs fo) = sup [f(x) — fo(2)l,

z€[0,1]
tenemos que para f, fo € C[0,1]
dr(9(f), ¢(fo)) = —o(fo

dx—/ fo(z) dzx

[f( ) = fo(x)] d

/|f o)) de

g/o sup |£() — fol)| dz

z€[0,1]

= sup [f(z) — fo(w |/ dx

z€[0,1]

= sup [f(z) = fo(z)

z€[0,1]

Por tanto si escogemos § > 0 tal que

sup |f(x) — fo(z)| <6

z€[0,1]
se tiene
dr(o(f),(fo)) <€ si depy(f, fo) < s1[1p1] |f(z) = folz)| <0
ze[0
esto prueba que ¢ : C[0,1] — R” es continua. O
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Definicién 2. Una funcion ¢ : X — Y es un homeomorfismo si ¢ es continua y biyectiva y su inversa
¢ 1Y — X es continua. Se dice que X y Y son homeomorfos si existe un homeomeorfismo entre ellos.

Los ejemplos anteriores muestran que
- 7. DN n
id : Ry — Ry
es un homeomerfismo para cualesquiera p, r € [1,00].

Proposicion 1. Sean ¢: X - Y y Y — Z funciones entre espacios métricos.
(a) Si & y 1 son continuas entonces la composicion o ¢ : X — Z es continua.

Demostracion. (a) Sea xg € X y € > 0. Como 1) es continua en yg = ¢(z0), existe v > 0 tal que

d(V(y),¥(yo)) <e si dy(y,yo) <7

Y como ¢ es continua en xg, existe § > 0 tal que

dy(¢($),¢(x0)) <7 st dz(maxO) <9

En consecuencia

d-((6(x)), ¥(¢(20))) <€ si du(w,20) <6

es decir, Yo ¢ : X — Z es continua.
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