Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Definicién 1. Una funcion ¢ : X — Y es un homeomorfismo si ¢ es continua y biyectiva y su inversa
¢ 1Y — X es continua. Se dice que X y Y son homeomorfos si existe un homeomeorfismo entre ellos.

Proposiciéon 1. Sean ¢: X =Y y:Y — Z funciones entre espacios métricos.

(a) Si ¢ y ¥ son continuas entonces la composicion Yo ¢ : X — Z es continua.

(b) Si ¢ es un homeomorfismo, entonces v es continua si y solo si Y o¢: X — Z es continua.
(c) Si 1 es un homeomorfismo, entonces ¢ es continua si y solo si Yo ¢ : X — Z es continua.

Demostracion. (a) Sea xg € X y € > 0. Como 1) es continua en yg = ¢(zo), existe v > 0 tal que
d:(V(y), ¥(yo)) <€ si dy(y,y0) <7

Y como ¢ es continua en xq, existe § > 0 tal que

dy(p(z), p(w0)) <7 st du(x,20) <6

En consecuencia
dz(¢(¢($))a¢(¢(xo>)) <€ si dg;(l‘,l‘o) <9

es decir, ¥ o ¢ : X — Z es continua.

(b) Si ¢ es un homeomorfismo, de la parte (a) se sigue que ¥ o ¢ es continua si y solo si (¢ o ¢) o ¢~

lo es.
(c) Si v es un homeomorfismo, entonces v o ¢ es continua si y solo si =1 o (1) 0 ) = ¢ lo es.

Ejemplo Dados los conjuntos

X={(z,y) |2 +y* <1} y Y={(z,y)]2*+y’ <4}

=9y

O

Vamos a comprobar que la funcién ¢ : X € R?> — Y C R? dada por ¢(z,y) = (27,2y) es un

homeomorfismo

d(x,y) = (2x,2y)

- 05

X ={(,y)x*+y? <1} Y = {(x,y)Ix? + y? < 4}

Demostracion. 1. ¢ es continua pues si consideramos

dx(z,y) = |z = ylla = /(21 — 22)? + (1 — y2)?

dy (2, y) = |z = ylloo = méx{[z1 — 22}, [y1 — val}
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Se tiene

dy (¢(z1,91), d(22,y2)) = dy (221, 2y1), (222, 2y2))
= [[(2z1 — 222, 2y1 — 292) |00
= méx{|2z1 — 22|, |2y1 — 2y2|}
< V(21 — 222)% + (251 — 242)?)
=2/(x1 — 22)2 + (11 — 12)?)
=2|[(z1,51) — (22, 92) |2
=2dx((z1,91), (2, 92))

. €
Entonces de acuerdo a lo anterior escogemos ¢ = PR tenemos que

dy (p(z1,91), d(2,y2)) <€ si, dx((z1,91), (22,92)) <9

por lo tanto ¢ es continua

2. ¢ es inyectiva pues

o(z1,y1) = d(w2,y2) = (221, 2y1) = (222, 2y2)
= 2x1 =232 Yy 2y1 = 2y2
=ZT1=22 Y Y1=Y2
Por lo tanto ¢ es inyectiva.

x
Ahora bien para ver que ¢ es sobreyectiva se tiene que dada ¢ = (z,y) € Y existe p = (5, %) €
X, que satisface

5+ @)= je o<

=0 (52)=

por lo tanto ¢ es sobreyectiva

3. Definimos la funcién ¢~ : Y — X dada por ¢ '(z,y) = (

y también

X y
5025 (z,y) =q

Ty
5 5) y vamos a comprobar que
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d)‘l es continua, en este caso

(07 (30 %) 0" (5%))

-G -5 -5l
2 22 2/l

, {‘331 Z2 Y1 y2‘}
max§|— — —|,|—=— — =
2 2

2 2
G-3)(-5)
= %\/(xl —x2)? + (Y1 — y2)?

1
= ﬁll(m — 22,91 — y2)|l2

— %dx((l’l,yl% (22,92))

de acuerdo a lo anterior podemos escoger § = V2¢, por lo que

dy (¢_1 (%, %) O (%» %)) <e si dy((x1,91), (22,92)) <0

Se tiene entonces que ¢ es continua, biyectiva y su inversa ¢! es continua, por lo que ¢ es un
homeomorfismo

O
Definicién 2. Una funcion ¢ : X — Y es Lipchitz continua, si existe ¢ > 0 tal que

dy (¢(x), ¢(y)) < ¢~ dx(z,y)

Vao,ye X
La constante ¢ se llama una constante de Lipchitz para ¢
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