Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Definicién 1. Una funcion ¢ : X — Y es Lipchitz continua, si existe ¢ > 0 tal que

dy((]ﬁ(.f),d)(y)) < CdX(‘T7y) VzyeX

La constante c se llama una constante de Lipchitz para ¢

Ejemplo Vamos a comprobar que la funcion identidad id : C,[0,1] — C.[0,1] es Lipchitz continua,

considerando
1
dy = 1 — glly = ( JNICE g<x>|p)

en C,[0, 1] la métrica
1 ¥
to=1 ol = ([ 170) - st

Proposicién 1. Para todo f € C°[a,b] se cumple que

D=

en C,[0, 1] la métrica

Segun la proposiciéon

r—s

I£ls < (b—a)7=

Iflls < (b—a)*

fllr V1<s<r<oo,

fllo V1<s< o0,

Si en la proposicion anterior consideramos p,r € [1,00] y p < r se tiene

1

dy(f9) = IIf = gllp = ( / 1 If(x)l”); < ( / 1 If(x)lr>r —1If —gll- = du(f.9)

por lo que existe una constante ¢ > 0 tal que

dp(f7 g) S dT(f7 g)
y por lo tanto la identidad id : Cp[0,1] — C.,.[0,1] es Lipchitz continua

Definicién 2. Se dice que una funcion ¢ es una equivalencia si ¢ es Lipchitz continua y biyectiva y su
1NVersa
oY - X

es Lipchitz continua

Ejemplo En la funcién identidad id : C,[0,1] — C.[0,1] si consideramos r = p, se tiene una funcién
Lipchitz continua, biyectiva y con inversa Lipchitz continua por lo que la funcién identidad es una
equivalencia y también un homeomorfismo.

Proposicion 2. Si una funcidn ¢ es Lipchitz continua entonces ¢ es continua
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Demostracion. Sea ¢ > 0 una constante Lipchitz para ¢ se tiene entonces
dy(¢(2),0(y)) < c-dx(z,y) VwyeX

. . €
ahora bien V € > se considera 6 = —, de manera que
c

dx(z,y) <6 = dx(v,y) <£

= c-dx(z,y) <e
= dy(¢(z),6(y)) <€

Métricas Equivalentes

Definicién 3. Dos métricas di y do en un conjunto X son equivalentes si existen constantes c1,co > 0
tal que

c1-do(z,y) < di(z,y) <co-do(z,y) Vao,ye X

Andlogamente, dos normas || - |1 y || - ]2 en un espacio vectorial V, son equivalentes si las métricas
inducidas son equivalentes, es decir si existen constantes cq,co > 0 tales que

cr-fullz <l <eo-flofl2 YveV
Ejemplo Para x € R" se tiene

1

3=

n r
, 1 . 1
|l = (Z |5L'i|r> <|n mix |z;|"| =nv mix |z;|=n" |7
1=1 i=1,...,n i=1,...,n
] " 1
[2lloo = méx |z;l=| mix |z"] < (leilp) = ||zl
i=1,...,n i=1,...,n 1=1

por lo que
1
@) |1zl <n7 ||z]loo ¥V € R™, p,r € [1,00)
(b) lzlloe < [][p-
Para las métricas inducidas

di(z,y) = ||z — Ylloo = méx{|z; — |, i =1,...,n}

da(2,y) = llz —yll, = (Z |lzi — yil”)

i=1

|=

Se tiene que
1 1
n=rdy(z,y) =n"7 |z —ylp <z -yl = di(z,y)
y también
di(z,y) = |z = ylloo <= [l = yllp = da(2,y)
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Bolas abiertas

Definicién 4. Sea (X,dx) un espacio métrico, 1o € X ye >0

(1) La bola abierta en X con centro en zo y radio € > 0, es el conjunto:
Bx (zg,€) ={z € X | dx(z,z) < €}
Dados un subconjunto A de X y una funcién ¢ : X — Y, denotamos por
¢(A) ={o(x) €Y | & € A}
a la imagen de A bajo ¢. Usando estos conceptos podemos dar una definiciéon de continuidad

Definicién 5. Una funcion ¢ : X — Y es continua en el punto xg de X si dada € > 0, existe § > 0
talque

¢(Bx (w0, €)) C By (¢(x0), €)

. ) ! ‘e v 1

By (xp.0)
By (¢(xg). ¢)

Ejemplo Usando la definicién anterior muestre que la funcion identidad id : R} — R} es continua
Para ver esto se tiene

H(x) € By (#0,9)) = 6(x) ERY y & € By (20,0)
= ¢(x) ERY y dyyern 4 (T,20) <6
= ¢(z) eRY y |z —xollp <0

1
= ¢@) eRY y [l — ol <nv lz —woll, <€

-~

o=—

= o(x) R} y |l —xollr <e€
= ¢(x) €eRY y drn(z,20) <€
=

x) e BR? (¢(£E0, 6))

o(x)
¢(x)
(z) Ry drn(@(), ¢(w0)) <€
o(z)
¢(Bry (0, €)) C Bry (¢(20), €)
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