Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.1 Criterio de Cauchy

Criterio de Cauchy

Definiciéon 1. Una sucesion (xy) en X es de Cauchy si, dada € > 0, existe un ko € N tal que
dx(zr,xzj) <e Vk,j>ko
Proposicion 1. Sea (X,d) un espacio métrico y (xx) una sucesion en X.
1. Si (x) converge, entonces (xy) es una sucesion de Cauchy
2. Si (zx) es una sucesion de Cauchy, entonces es acotada
8. Si (xy) es una sucesion de Cauchy y alguna subsucesion de (vy;) converge a x, entonces xj, — x

Demostracion. 1. Suponagamos que x; — x. Dado € > 0, existe kg € N tal que si k& > kg entonces

d(zg,x) <

DN o

Entonces, si m,n > kg,

(T, xn) < d(Tp,x) + d(@n, ) < % + % =e

2. Sea ko tal que si m,n > kg entonces d(z,, z,) < 1. Si tomamos
M = méx{d(z1, Tk, ), d(T2, Ty ), - - - A(Thg—15 Tho )» 1}
entonces, para todo k, d(xy,xr,) < M. Por tanto, (xj) esta acotada

3. Supongamos que zx, — x. Entonces, dado € > 0, existe ng tal que, si j > no,

d(xy;,x) <

DO ™

Como (z3,) es da Cauchy, existe ny tal que, si m,n > nq,

Xy ) <

N

Si tomamos kg = max{k;,n;}, entonces k > ko implica
€ €
d(xy, ) < d(zg, ;) + d(Th;, ) < 3 + 3 =€

O

El primer inciso de la proposicién anterior establece que ser una sucesiéon de Cauchy es una condicién

necesaria para que una sucesioén sea convergente; pero esta condicién no es suficiente en todo espacio
métrico, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo Considere el subespacio Q de R, es decir,
d(r,s) =1r — s
para cualesquiera r, s € Q. Considere la sucesion
rm=1 ro=14, r3 =141, ry =1414,---

En R, dicha sucesién convergeria a v/2, y por tanto es de Cauchy en R. También es de Cauchy en
Q. Sin embargo, V2 ¢ Q, por lo que (r,,) no converge en Q.

Ejemplo La sucesion de funciones fi : [-1,1] — R, dada por

k
fe=< kr si —%Sxﬁ%
1 si <z<l1
es de Cauchy en Cy[—1, 1] pues para j > k se tiene
>k 1 > !
: — —
-
054
-1-1
k
1 05
11
jk
054
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de donde
1 1
[t = @l o =2 ([ 1) - sito)l a )
—1 0
2</j |jz — kx| dz+/k|1—kz| dx)
0 1
1 1
~2(5-3)
11
=573
_J—k
=
jtk
jk
!
=+
. .2 .
Si tomamos k.j > — se tiene
€
1 1 € €
d1(fjafk)<5+%<§+§*€

asi pues, (fx) es de Cauchy

Ejemplo La sucesion de funciones fi : [-1,1] — R, dada por

no converge en Cq[—1,1].

1
Demostracion. Supongamos que fr — f en C1[—1,1]. Sea a € (0,1). Si k > —, entonces fr(z) =1
e

para todo = € [, 1]. En consecuencia

os/ |1—f<a:>|dxs[lwfk<x>—f<x>|dx:dufk,f(x))w

Por tanto 1
/ 11— f(2)| dz =0
«

y esto implica que f(z) =1 para todo z € [a, 1]. Andlogamente, f(x) = —1 para todo z € [-1, —q]
y, como « € (0,1) es arbitraria, tenemos que

-1 si z€[-1,0)
f(x){l si x€(0,1]

En consecuencia, f no es continua en [—1,1], lo cual contradice nuestra suposicion. O
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Espacios Completos

Definicion 2. Un espacio métrico X es completo, si toda sucesion de Cauchy en X converge en X.

Ejemplo Los numeros reales con la métrica del valor absoluto es un espacio completo

Demostracion. Sea (x,) una sucesion de Cauchy de numeros reales. Por ser de Cauchy, esté acotada,
lo que significa en la recta real que esta acotada superior e inferiormwente. Sean, pues a,b € R tales
que

a<z,<b VneN
Pongamos, para cada n,

R, =A{xn,Tnt1,...}

Yn = SUP R,

Puesto que, para todo n, se tiene R, 1 C R, se verifica que y,+1 < y, y la sucesion (y,) es
decreciente. Ademéas a < y, para todo n e (y,) estd acotada inferiormente. Luego (y,) converge
hacia

z = inf{y, | n € N}

Nos proponemos demostrar que
lim z, =z

Sea, pues, € > 0; existe, entonces, un nimero natural m; tal que

€

2

Ademas, puesto que lim y,, = z debe existir algin nimero natural mo tal que

lzp — 4] < (p,q > m1)

€

5 (k2m2)

lyr — 2| <

Si ponemos m = max{m, ma} se tiene, entonces
€

S (kzm)

€
|5”p_xq|<§ p,g>m) y |y —2 <

. . €
Consideremos ahora y,,,. Teniendo en cuenta que y,, = sup R,,, entonces z — 3 no puede ser cota

superior de R,,; debe pues existir algin z; € R,, tal que

€ (:-Fwm|c(:-52+3)
Tt z 2aym < 27Z 2

- €
lo que significa que |z — 2| < =.
Ahora bien, como x; € R, resulta que t > m y se tiene que para toda n > m,

€ €
|xn—z|§|mn—wt|+|xt—z|<§+§:e
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