
Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.1 Criterio de Cauchy

Criterio de Cauchy

De�nición 1. Una sucesión (xk) en X es de Cauchy si, dada ε > 0, existe un k0 ∈ N tal que

dX(xk, xj) < ε ∀ k, j ≥ k0

Proposición 1. Sea (X, d) un espacio métrico y (xk) una sucesión en X.

1. Si (xk) converge, entonces (xk) es una sucesión de Cauchy

2. Si (xk) es una sucesión de Cauchy, entonces es acotada

3. Si (xk) es una sucesión de Cauchy y alguna subsucesión de (xkj ) converge a x, entonces xk → x

Demostración. 1. Suponagamos que xk → x. Dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que si k ≥ k0 entonces

d(xk, x) <
ε

2

Entonces, si m,n ≥ k0,

d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(xn, x) <
ε

2
+
ε

2
= ε

2. Sea k0 tal que si m,n ≥ k0 entonces d(xm, xn) < 1. Si tomamos

M = máx{d(x1, xk0), d(x2, xk0), . . . , d(xk0−1, xk0), 1}

entonces, para todo k, d(xk, xk0) ≤M . Por tanto, (xk) está acotada

3. Supongamos que xkj → x. Entonces, dado ε > 0, existe n0 tal que, si j ≥ n0,

d(xkj , x) <
ε

2

Como (xk) es da Cauchy, existe n1 tal que, si m,n ≥ n1,

d(xm, xn) <
ε

2

Si tomamos k0 = máx{kj , n1}, entonces k ≥ k0 implica

d(xk, x) ≤ d(xk, xkj ) + d(xkj , x) <
ε

2
+
ε

2
= ε

El primer inciso de la proposición anterior establece que ser una sucesión de Cauchy es una condición

necesaria para que una sucesión sea convergente; pero esta condición no es su�ciente en todo espacio

métrico, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo Considere el subespacio Q de R, es decir,

d(r, s) = |r − s|

para cualesquiera r, s ∈ Q. Considere la sucesión

r1 = 1, r2 = 1,4, r3 = 1,41, r4 = 1,414, · · ·

En R, dicha sucesión convergería a
√

2, y por tanto es de Cauchy en R. También es de Cauchy en

Q. Sin embargo,
√

2 /∈ Q, por lo que (rn) no converge en Q.

Ejemplo La sucesión de funciones fk : [−1, 1]→ R, dada por

fk =

−1 si −1 ≤ x ≤ − 1
k

kx si − 1
k ≤ x ≤

1
k

1 si 1
k ≤ x ≤ 1

es de Cauchy en C1[−1, 1] pues para j ≥ k se tiene

d1(fj(x)− fk(x)) =

∫ 1

−1

|fj(x)− fk(x)| dx
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de donde ∫ 1

−1

|fj(x)− fk(x)| dx = 2

(∫ 1

0

|fj(x)− fk(x)| dx
)

= 2

(∫ 1
j

0

|jx− kx| dx+

∫ 1
k

1
j

|1− kx| dx

)

= 2

(
1

2k
− 1

2j

)
=

1

k
− 1

j

=
j − k
kj

≤ j + k

jk

=
1

j
+

1

k

Si tomamos k.j >
2

ε
se tiene

d1(fj , fk) <
1

j
+

1

k
<
ε

2
+
ε

2
= ε

asi pues, (fk) es de Cauchy

Ejemplo La sucesión de funciones fk : [−1, 1]→ R, dada por

fk =

−1 si −1 ≤ x ≤ − 1
k

kx si − 1
k ≤ x ≤

1
k

1 si 1
k ≤ x ≤ 1

no converge en C1[−1, 1].

Demostración. Supongamos que fk → f en C1[−1, 1]. Sea α ∈ (0, 1). Si k ≥ 1

α
, entonces fk(x) = 1

para todo x ∈ [α, 1]. En consecuencia

0 ≤
∫ 1

α

|1− f(x)| dx ≤
∫ 1

−1

|fk(x)− f(x)| dx = d1(fk, f(x))→ 0

Por tanto ∫ 1

α

|1− f(x)| dx = 0

y esto implica que f(x) = 1 para todo x ∈ [α, 1]. Análogamente, f(x) = −1 para todo x ∈ [−1,−α]
y, como α ∈ (0, 1) es arbitraria, tenemos que

f(x) =

{
−1 si x ∈ [−1, 0)
1 si x ∈ (0, 1]

En consecuencia, f no es continua en [−1, 1], lo cual contradice nuestra suposición.
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Espacios Completos

De�nición 2. Un espacio métrico X es completo, si toda sucesión de Cauchy en X converge en X.

Ejemplo Los números reales con la métrica del valor absoluto es un espacio completo

Demostración. Sea (xn) una sucesión de Cauchy de números reales. Por ser de Cauchy, está acotada,

lo que signi�ca en la recta real que está acotada superior e inferiormwente. Sean, pues a, b ∈ R tales

que

a ≤ xn ≤ b ∀ n ∈ N

Pongamos, para cada n,

Rn = {xn, xn+1, ...}
e

yn = sup Rn

Puesto que, para todo n, se tiene Rn+1 ⊂ Rn, se veri�ca que yn+1 ≤ yn y la sucesión (yn) es

decreciente. Además a ≤ yn para todo n e (yn) está acotada inferiormente. Luego (yn) converge

hacia

z = ı́nf{yn | n ∈ N}
Nos proponemos demostrar que

ĺım xn = z

Sea, pues, ε > 0; existe, entonces, un número natural m1 tal que

|xp − xq| <
ε

2
(p, q ≥ m1)

Además, puesto que ĺım yn = z debe existir algún número natural m2 tal que

|yk − z| <
ε

2
(k ≥ m2)

Si ponemos m = máx{m1,m2} se tiene, entonces

|xp − xq| <
ε

2
(p, q ≥ m) y |yk − z| <

ε

2
(k ≥ m)

Consideremos ahora ym. Teniendo en cuenta que ym = sup Rm, entonces z −
ε

2
no puede ser cota

superior de Rm; debe pues existir algún xt ∈ Rm tal que

xt ∈
(
z − ε

2
, ym

]
⊂
(
z − ε

2
, z +

ε

2

)
lo que signi�ca que |xt − z| <

ε

2
.

Ahora bien, como xt ∈ Rm resulta que t ≥ m y se tiene que para toda n ≥ m,

|xn − z| ≤ |xn − xt|+ |xt − z| <
ε

2
+
ε

2
= ε
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