Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.2 Espacios Métricos Completos

Convergencia Puntual I

Definicién 1. Una sucesion de funciones fr : S — X, k € N, converge puntualmente en S a una funcion
f:S—=>X si

fr(2) = f(2)

en X para cada z € S. Es decir, si para cada € > 0 y cada z € S eziste kg € N (que depende de € y de z)
tal que

dx (fr(2), f(2)) <€ YV k= ko
La funcidn f se llama el limite puntual de (f)
Ejemplo Sea S =[0,1]y fx : S — R, dada por fi(z) = z*. Sea f : S — R definida por

st 0<z<«1
st z=1

Tenemos que para z =1
02 de(fe(1), f(1) =1F =1 =]1-1=0<e

mientras que si 0 < z < 1

dr(fr(2), F(2)) = fu(z) = F(2) = || =0 < e

064

044

log €

sik > 08 € por lo tanto
log z

024

k= f

puntualmente en S.

Convergencia Uniforme

Definicién 2. Una sucesion de funciones fr, : S — X, k € N, converge uniformemente en S a una
funcion f: S — X si, para cada € > 0 existe kg € N (que depende de €) tal que

dx (fr(2), f(z)) <€ Vk=>ko
La funcidn f se llama el limite uniforme de (fi)

Ejemplo Sea S ={z | z > 0} y para k € N definimos

Fi(z) = 1+ kz

y f(2)=0

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Analisis Matematico 1 1



Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.2 Espacios Métricos Completos

"] Tenemos que para z € S
0.3
074 B .
Bl 1) = ’1 k| Sk RS
05 /
g | 1
/ si k > — por lo tanto
034 |/ — B
uz//r—/
0";?’ (fe) = f
0

o 2 ! s : 10 uniformemente en S.
Teorema 1. Sean (Z,dz) y (X,dx) espacios métricos. Si fr, : Z — X es continua para todo k € N y
(fr) converge uniformemente a f en Z, entonces [ : Z — X es continua.

Demostracion. sea zg € Z'y € > 0. Como (fx) converge uniformemente a f, existe kg € N tal que

dx(fe(2), f(2)) < 5 VzeZ, VkZk

Wl m

Y, como fj, es continua, existe § > 0 tal que

dX(fko (Z), fko(zo)) <

% st dz(z,29) <9

En consecuencia
dx (f(2), f(20)) < dx (f(2), fro(2)) + dx (fio () fro (20)) + dx (fro (20) f(20)) < €
si dz(z,20) < d. Esto prueba que f es continua. O

Para funciones acotadas la convergencia uniforme es simplemente la convergencia en el espacio métrico
B(S, X), cuya métrica es la métrica uniforme

doo(f,9) = sup dx(f(2),9(2)), f,g€B(S, X)

Proposicion 1. Sea (fr) una sucesion en B(S, X). Entonces, (fr) converge uniformemente a f en S si
y solo si (fi) converge a f en B(S, X)

Demostracion. (<)
Si (fx) converge a f en B(S, X) entonces, dada e > 0, existe kg € N tal que

doo(fr, f) = sup dx(fr(2), f(2)) <€ Yk=>ko

En consecuencia
dx(fr(2), f(2)) <e Vk>ko, V2€S

Es decir, (fx) converge uniformemente a f en S.
=)
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Reciprocamente, si fr € B(S,X) y (fx) converge uniformemente a f en S entonces, dada € > 0, existe
ko € N tal que
dX(fk(z),f(z)) <e Vk>ky Vze S

Como f, es acotada, existen ¢ > 0y xg € X tales que
dX(ka,xo) <cVzeSs
En consecuencia

dx(f(2),x0) < dx(f(2), fro(2)) + dx (frg, o) <€4+c¢ Vz€S
Esto prueba que f € B(S, X) y se sigue que

dx (fr, f) =supdx (fr(2), f(2)) <e Vk > ko

zeS
Es decir, (fx) converge a f en B(S, X) O

Definicién 3. Sean Z y X espacios métricos. El espacio de funciones continuas y acotadas de Z a X es
el espacio métrico
C(Z,X)={f:Z— X | f es continua y acotada}

con la métrica inducida por la de B(S, X), es decir,

doo(fr9) = sup dx(f(2),9(2))

si f,g9€C(Z,X)

Corolario 1. Sean Z y X espacios métricos. Entonces C(Z,X) es un subespacio cerrado de B(S,X).

Demostracion. Sea f € C(Z,X). Segun el siguiente resultado

Sea A un subconjunto de X y sea x € X. Entonces x € A si y solo si existe una sucesion (zy) tal que
rp € Aparatodo ke Ny zp — zen X

existe una sucesion (fx) en C(Z, X) tal que fr, — f en B(S, X).

Ahora bien segun el resultado

Sea (fx) una sucesion en B(S, X). Entonces, (fi) converge uniformemente a fen S siy solo si (f;) converge
afen B(S,X)

fr converge uniformemente a f.

Y segun en resultado

Sean (Z,dyz) y (X,dx) espacios métricos. Si fx : Z — X es continua para todo k € N y (fx) converge
uniformemente a f en Z, entonces f : Z — X es continua.

Se tiene f € C(Z, X). Esto prueba que C(Z, X) es cerrado en B(S, X) O
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