Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.3 Convergencia uniforme, derivabilidad e integrabilidad

Convergencia uniforme y continuidad

Proposicion 1. Sea fi : [a,b] — R una sucesion de funciones continuas en [a,b] y que converge uni-

formemente hacia f en [a,b]. Si cada fr, es continua en [a,b], entonces la funcion limite f es continua en
[a,b].

Demostracion. Como fj, — f uniformemente en [a,b] entonces V € > 0, existe kg € N tal que V k > kg y
se tiene

ds(fi(@), f(x) < 5 ¥z € [ab]

Ahora bien sea V m > ko, entonces por ser f,, continua en [a, b] se tendria que existe 6 > 0 tal que para
xo € [a,b] y V x € [a,b]

diay(2.00) < 6 = da(fmn(@), fn(0)) < 5

Luego
a5 (f(2). f(20)) < da(f (@), fn(2)) + dR(Fn (@), Son(20)) + dr(fm(z0), flao) < g+ 5+ 5 =¢
si d[a7b] (l‘,on) <9 O

Compatibilidad de la convergencia uniforme con la derivada y la integral

Teorema 1. Si fi : [a,b] — R es una sucesion de funciones continuamente diferenciables en [a,b] tales
que (fi) converge a f puntualmente en [a,b] y fj converge a g uniformemente en [a,b], entonces f es
continuamente direrenciable en [a,b] y f' =g

Demostracion. Sea xg € (a,b). Aplicando el teorema del valor medio a la funcién f; — fi se tiene que,
para cada x € (a,b), existe &, € (a,b) tal que

fi(x) = fu(@) = (fi(20) = fr(wo)) = (fj (&) — fu(&e))(x — o)

En consecuencia,
115(@) = fi(20) = fu(@) + fulwo)| < [If5 = filloolw — 20| ¥V z € (a,D)
como (f;,) converge en [a,b], dada € > 0 existe ky € N tal que
15(@) = f3(w0) = Jua) + fi(wo)] < Gla —ao] Ve (@b). Vik>ko
Tomando limite cuando 57 — oo, se concluye
|f(x) = f(xo) = fr(z) + frlzo)] < §|x — 0| Vaxe(ab), Vik>k
Por otra parte, existe k1 € N tal que

Fi(w) —g@o)l < 5 Vk>h
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Sea k., = méx{ko,k1}, y sea § > 0 tal que

T () = fr, (z0)

Tr — X

= f1.. (o)

<§ si |z —xo| <9

De las desigualdades anteriores se tiene

OS] g <

0

f(ﬂf):f(xo) _ fk*(x):fk*(l“o) PENC) :fk*(ﬂﬁo) oy | 1 o) — (o) < € si [z — o] <5
T o x Zo xT Zo

Es decir, f es diferenciable en xg y f'(z0) = g(z0).
Finalmente, como f; € Cfa,b], se tiene que g € Cla,b], es decir, f es continuamente diferenciable en
[a, b] O

Lema 1. Sea X = [a,b] y Y = R. Entonces para toda f € C(X,Y) se tiene que

z) dr| < (b—a)|fllv

Demostracion. Sea f € C(X,Y). Entonces

x) dz

<fwmm
/wmw

(b—a)ll fllv
O
Teorema 2. Sea X = [a,b] y Y = R. Supongamos que
lim fp = f
k—oo
en C(X,Y). Entonces
b b
tw [ hi= [
k—oo a a
Demostracion. Sea € > 0. Como
lim frp=f
k—o0
en C(X,Y), existe ko € N tal que
Ifi = Fllo < ——
k U< T,
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para todo k > kg. Por lo tanto segun el lemma anterior

bfk(x) dx — bf(m) dx
[, seterde= |

b
/ (fulz) - f(z)) du
< ®-a)lfe - fllv

En consecuencia para k > kg se tiene

b b
lim fk = / f
k—o0 [, a
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