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Convergencia uniforme y continuidad

Proposición 1. Sea fk : [a, b] → R una sucesión de funciones continuas en [a, b] y que converge uni-

formemente hacia f en [a, b]. Si cada fk es continua en [a, b], entonces la función límite f es continua en

[a, b].

Demostración. Como fk → f uniformemente en [a, b] entonces ∀ ε > 0, existe k0 ∈ N tal que ∀ k ≥ k0 y

se tiene

dR(fk(x), f(x)) <
ε

3
∀ x ∈ [a, b]

Ahora bien sea ∀ m ≥ k0, entonces por ser fm continua en [a, b] se tendría que existe δ > 0 tal que para

x0 ∈ [a, b] y ∀ x ∈ [a, b]

d[a,b](x, x0) < δ ⇒ dR(fm(x), fm(x0)) <
ε

3

Luego

dR(f(x), f(x0)) ≤ dR(f(x), fm(x)) + dR(fm(x), fm(x0)) + dR(fm(x0), f(x0)) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

si d[a,b](x, x0) < δ

Compatibilidad de la convergencia uniforme con la derivada y la integral

Teorema 1. Si fk : [a, b] → R es una sucesión de funciones continuamente diferenciables en [a, b] tales
que (fk) converge a f puntualmente en [a, b] y f ′k converge a g uniformemente en [a, b], entonces f es

continuamente direrenciable en [a, b] y f ′ = g

Demostración. Sea x0 ∈ (a, b). Aplicando el teorema del valor medio a la función fj − fk se tiene que,

para cada x ∈ (a, b), existe ξx ∈ (a, b) tal que

fj(x)− fk(x)− (fj(x0)− fk(x0)) = (f ′j(ξx)− fk(ξx))(x− x0)

En consecuencia,

|fj(x)− fj(x0)− fk(x) + fk(x0)| ≤ ‖f ′j − f ′k‖∞|x− x0| ∀ x ∈ (a, b)

como (f ′k) converge en [a, b], dada ε > 0 existe k0 ∈ N tal que

|fj(x)− fj(x0)− fk(x) + fk(x0)| ≤ ε

3
|x− x0| ∀ x ∈ (a, b), ∀ j, k ≥ k0

Tomando límite cuando j →∞, se concluye

|f(x)− f(x0)− fk(x) + fk(x0)| ≤ ε

3
|x− x0| ∀ x ∈ (a, b), ∀ j, k ≥ k0

Por otra parte, existe k1 ∈ N tal que

|f ′k(x0)− g(x0)| < ε

3
∀ k ≥ k1
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Sea k∗ = máx{k0, k1}, y sea δ > 0 tal que∣∣∣∣fk∗(x)− fk∗(x0)

x− x0
− f ′k∗

(x0)

∣∣∣∣ < ε

3
si |x− x0| < δ

De las desigualdades anteriores se tiene∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− g(x0)

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0
− fk∗(x)− fk∗(x0)

x− x0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣fk∗(x)− fk∗(x0)

x− x0
− f ′k∗(x0)

∣∣∣∣+ |f ′k∗
(x0)− g(x0)| < ε si |x− x0| < δ

Es decir, f es diferenciable en x0 y f ′(x0) = g(x0).
Finalmente, como f ′k ∈ C[a, b], se tiene que g ∈ C[a, b], es decir, f es continuamente diferenciable en

[a, b]

Lema 1. Sea X = [a, b] y Y = R. Entonces para toda f ∈ C(X,Y ) se tiene que∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)‖f‖U

Demostración. Sea f ∈ C(X,Y ). Entonces∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx

≤
∫ b

a

‖f‖U dx

= (b− a)‖f‖U

Teorema 2. Sea X = [a, b] y Y = R. Supongamos que

ĺım
k→∞

fk = f

en C(X,Y ). Entonces

ĺım
k→∞

∫ b

a

fk =

∫ b

a

f

Demostración. Sea ε > 0. Como

ĺım
k→∞

fk = f

en C(X,Y ), existe k0 ∈ N tal que

‖fk − f‖U <
ε

b− a
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para todo k ≥ k0. Por lo tanto según el lemma anterior∣∣∣∣∣
∫ b

a

fk(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

(fk(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)‖fk − f‖U

≤ (b− a)
ε

b− a
= ε

En consecuencia para k ≥ k0 se tiene

ĺım
k→∞

∫ b

a

fk =

∫ b

a

f.
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