Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.4 Teorema del punto fijo

El teorema del punto fijo I

Definicién 1. Una funcidn ¢ : X — X se llama una contraccion si existe a € (0,1) tal que

d(é(z), ¢(y)) < ad(z,y) Vo,yeX

Es decir, una contraccién es una funciéon de un espacio métrico en si mismo que es Lipchitz continua
con constante de Lipchitz estrictamente menor que 1.

Es importante observar que el que ¢ : X — X sea o no contracciéon depende de la métrica que le demos
a X.

Sea (X, d) un espacio métrico.

Ejemplo Sea X = [0,1] C R, con la métrica usual de R. Definimos S : X — X dada por :

entonces

<

Asi, tomando a = se tiene que S es una contraccion

L
V2

Definiciéon 2. Un punto ' € X se llama punto fijo de la funcion ¢ : X — X si ¢(2') =«

/

Denotamos ¢* a la composiciéon

p"=¢op--¢ sik € N, ¢*=idx

k—veces
donde idx : X — X es la funcion identidad.

Teorema 1. Punto fijo de Banach.

Sea X un espacio mdtrico completo, no vacio, y sea ¢ : X — X una contraccion. Entonces se cumple lo
siguiente:

(a) ¢ tiene un inico punto fijo =’

(b) Para cualquier xo € X la sucesion (¢*(zo)) converge a o en X, y se cumple que

ak

l—«

A(¢* (w0),2') < ( ) A(6(z0), 7o)

donde o € (0,1) satisface
d(¢(z),0(y)) < ad(z,y) Vr,yeX
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Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.4 Teorema del punto fijo

Demostracion. Sea xg cualquiera de X y denotemos por
zr = ¢ (20)
Demostraremos primero que la sucesion (z) es de Cauchy en X. Nota que si ¢ satisface

d(¢(z),9(y)) < ad(z,y) Vo,yeX

entonces
d(Tgy1,xR) = d((bk(xl),qﬁk(xo)) <ad(ry,z9) VkeN

Ademaés, para cualesquiera y,z € X, se cumple

d(y, z) < d(y, 6(y)) + d(6(y), ¢(2)) + d(¢(2), 2)

d(y
d(y, ¢(y)) + o d(y, 2) + d(¢(2), 2)

IAIA

es decir,
(1—a)d(y,z) <d(y,¢(y)) + d(¢(2), 2)

Tomando y =z} y z = ; obtenemos

d(xkvxj) <

d(.T]H_l) + d(xj+1,xj) < ak + ol
11—« - 1—-«

) d(z1,x0)

Sea € > 0. Como « € (0,1) existe ky € N tal que

ak €
(1_a> d(:l?l,fllo) < 5 sz k‘o
En consecuencia

d(zg,xj) <€ Vi k>ko

Esto demuestra que la sucesion (xy) es de Cauchy en X.

Como X es completo, existe 2’ € X tal que xr — 2’ en X y, como ¢ es continua, se tiene entonces que
ZTp+1 = ¢(x) = @(2') en X. Como el limite de una sucesion es tnico, concluimos que ¢(a’) = 2/, es decir,
2’ es un punto fijo de ¢.

Veamos que es unico. Si z} y x4 son puntos fijos de ¢ entonces

d(@), x5) = d(p(21), ¢(25)) < a d(z, 75)

Como « < 1, esta desigualdad implica que d(z},z5) = 0, es decir, 2} = 5.
(b) Por ultimo, haciendo tender j — oo en la desigualdad obtenemos que

k
d(zg,2") = lim d(zg,z;) < <1a ) d(x1,29) VEkEN

Jj—o0 —
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Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.4 Teorema del punto fijo

Ejemplo Consideremos la funcion f : [1,2] — [1,2] dada por

@) = % <x+ i)

1. Vamos a comprobar que f es una contraccién, con la métrica usual en R se tiene

d(f (), f(y)) = ‘; <x+ i) - % (y+ ;>'

L, (22
—2x 4 T Yy
1 2y — 2
b (57)
2 Ty
1 2
=3 x—y—xy(x—y)'
1 2
=_ — 1— =
2| y)( wy)‘
11 2| |
= — _—— xr —
2 Ty Y
<tz
g —
=3 Y
1

1
Por lo tanto considerando o = 3 para la funcion f se cumple que existe « € (0,1) tal que

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) Vz,yell,2]

por lo tanto f es una contraccién

2. Ahora vamos a construir una sucesién convergente con la funcién, en este caso

Ty =2

z1 = f(2)
ry = f(z1)
z3 = f(22)

1 2
Tn+1 = f(xn) =3 <$n + >
2 n
Para comprobar que es convergente, primero vamos a ver con un argumento inductivo, que la
sucesion estd acotada
(a) Paran =0 se tiene 1 <2 <2
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(b) Suponemos la validez para n, es decir 1 < x,, <2
(3) Vamos a comprobar que se cumple para n + 1, en este caso

1<z,<2= 1<2,<2

2
= 1< <2
Tn,

2

n

2
Tn

2
= 2<z,+— <4

n

1 2
2 T

n

= 1§£n+1§2

Por lo tanto la sucesién esta acotada superior e inferiormente

3. Vamos a comprobar que 22 > 2 para toda n € N, en este caso con un argumento inductivo se
tiene
(a) para n = 0 se cumple 22 = 4 > 2
(b) suponemos la validez para n, es decir 22 > 2
(c) Para comprobar la validez para n + 1 procedemos de la siguiente manera

2
2 2 2 4 4

m?LzQ = x,> — = r,— >0 => (xn—> >0 = mi—4+720 = xi+724
T T

n n

por lo tanto

Usando lo anterior se tiene

Tnpr 11 2 1 2 1
2t~ (=) =21+ S )<+ =1
Tn T, 2 ( ", 2 x2 )~ 2( )
es decir la sucesion (z,,) es decreciente y como esté acotada entonces converge a un numero s,
se tiene entonces que

oy VS RO A WO
5= nl—)II;omn+l o n1~>nolo 2 T Ty ) 5+ g

esto quiere decir que

1 2 2 2
s=<s—|—> = 25=85+- = s=- = =2 = s=12
2 S S S
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Segun el teorema del punto fijo, se tiene que la funcion f : [1,2] — [1,2] dada por

@) = % (:v—i— %)

tiene un punto fijo en z = v/2, vamos a comprobarlo

=3 (v ) =3 (B2) =3 ==
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