
Unidad 2 Convergencia Uniforme 2.4 Teorema del punto �jo

Aplicaciones del teorema del punto �jo

Ecuaciones Diferenciales Consideraremos campos vectoriales que cambian continuamente con el tiem-

po, es decir, funciones continuas f : (a, b) × Ω → Rn. El intervalo abierto (a, b) puede ser in�nito.
Las siguientes �guras ilustran el campo vectorial f(t, x, y) = (tx− y, x+ ty) para t = 0 y t = 1

Dado un tiempo inicial x0 ∈ (a, b) y una posición inicial y0, nos preguntamos si existe una trayectoria

y(t) tal que y(x0) = y0 cuya velocidad y′(t) en cada tiempo t sea precisamente f(t, y(t))

De�nición 1. Una solución del problema de Cauchyy
′(t) = f(t, y)

y(x0) = y0

es una función continuamente diferenciable y : J → Ω. De�nida en un subintervalo J de (a, b) que

contiene a x0, que satisface

y′(t) = f(t, y(t)) ∀ t ∈ J y y(x0) = y0

El punto (x0, y0) se llama la condición inicial del problema.

La ecuación diferencial puede ser englobada en la función y : [x0 − δ, x0 + δ]→ Ω, si y es continua

y satisface

y(t) =

∫ t

x0

f(s, y(s)) ds+ y0 ∀ t ∈ [x0 − δ, x0 + δ]

De�nición 2. Una función f : (a, b) × Ω → Rn es localmente Lipchitz continua en la segunda

variable si, para cada x0 ∈ (a, b) y y0 ∈ Ω, existen δ0 > 0 y c > 0 tal que [x0 − δ0, x0 + δ0] ⊂ (a, b)
y [y0 − δ0, y0 + δ0] ⊂ Ω y

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ c‖x1 − x2‖ si |x− x0| ≤ δ0 y x1, x2 ∈ Ω
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Existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales con valor inicial Sea

S = [x0− a, x0 + a]× [y0− b, y0 + b] ⊂ R2. La función f : S → R es continua y existe una constante

A tal que

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ A|y1 − y2|, ∀ (x, y1), (x, y2) ∈ S

Sea |f(x, y)| ≤ B en S y sea α ∈ [0, a] tal que

α < mı́n

{
1

A
,
b

B

}
Entonces la ecuación diferencial 

dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

tiene una única solución en [x0 − α, x0 + α]

Solución La ecuación diferencial puede ser englobada en una única condición para todo t ∈ I se debe

tener

y(t) = y0 +

∫ t

x0

f(s, y(s)) ds

Sea M = [x0−a, x0 +a] y N = [y0− b, y0 + b]. De�nimos la función F : C(M,N)→ C(M,N) como

F (ψ)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, ψ(t)) dt

1. Vamos a veri�car que F (ψ)(x) ∈ N , en este caso para toda ψ ∈ C(M,N) se tiene

|F (ψ)(x)− y0| =
∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(t, ψ(t)) dt− y0
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, ψ(t)) dt

∣∣∣∣
≤
∫ x

x0

|f(t, ψ(t))| dt

≤
∫ x

x0

B dt

≤ |x− x0| B
< α B

<
b

B
B = b

por lo tanto |F (ψ)(x)− y0| < b y entonces y0 − b < F (ψ)(x) < y0 + b
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2. Por otro lado

|F (ψ)(x)− F (ψ)(x)| =
∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(t, ψ(t)) dt− y0 +

∫ y

x0

f(t, ψ(t)) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ x

y

f(t, ψ(t)) dt

∣∣∣∣
≤
∫ x

y

|f(t, ψ(t))| dt

≤ B|x− y|

de modo que F (ψ) es Lipchitz

Si tomamos k = Aα vemos que 0 < k < 1 y para ψ, φ ∈ C(M,N)

|F (ψ)(x)− F (φ)(x)| =
∣∣∣∣y0 +

∫ x

x0

f(t, ψ(t)) dt− y0 −
∫ x

x0

f(t, φ(t)) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ x

x0

[f(t, ψ(t))− f(t, φ(t))] dt

∣∣∣∣
≤ A |ψ(t)− φ(t)| |x− x0|
≤ A α|ψ(t)− φ(t)|
= k |ψ(t)− φ(t)|
≤ kmáx |ψ(t)− φ(t)|

Luego F es una contracción del espacio completo C(M,N) en si mismo. Existe por tanto una

función ϕ ∈ C(M,N) tal que F (ϕ) = ϕ o sea

y(t) = y0 +

∫ t

x0

f(s, y(s)) ds

lo que equivale a existir una única solución para la ecuación diferencial.

Ejemplo Considere el problema 
dy

dx
=

xy

y2 + 1

y(0) = 1

Sea S = [−ε, ε]× [−ε, ε] ⊂ R2.

En este caso f : S → R esta dada por

f(x, y) =
xy

y2 + 1

La cual es continua para todo x,y en S

en este caso

|f(x, y)| =
∣∣∣∣ xy

y2 + 1

∣∣∣∣ ≤ |x| < ε
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tomando α ∈ [0, ε] tal que α < mı́n

{
1

ε
, 1

}
por otro lado

|f(t, y1)− f(t, y2)| =
∣∣∣∣ ty1
y21 + 1

− ty2
y22 + 1

∣∣∣∣ = t

∣∣∣∣ y1
y21 + 1

− y2
y22 + 1

∣∣∣∣ ≤ t|y1 − y2| < ε|y1 − y2|

existe entonces una solución de la ecuación diferencial en un intervalo alrededor del cero
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