Unidad 2 Convergencia Uniforme

2.4 Teorema del punto fijo

Aplicaciones del teorema del punto fijo

Ecuaciones Diferenciales Consideraremos campos vectoriales que cambian continuamente con el tiem-
po, es decir, funciones continuas f : (a,b) x Q@ — R™. El intervalo abierto (a,b) puede ser infinito.
Las siguientes figuras ilustran el campo vectorial f(¢,z,y) = (tx —y,x +ty) parat =0y t =1
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f(0,2,y) = (~y,2) f(lz,y) =(z—yz+y)

Dado un tiempo inicial zg € (a, b) y una posicién inicial yg, nos preguntamos si existe una trayectoria
y(t) tal que y(zp) = yo cuya velocidad y/(¢) en cada tiempo t sea precisamente f(¢,y(t))

Definicién 1. Una solucion del problema de Cauchy
y'(t) = f(ty)
y(zo0) = yo

es una funcion continuamente diferenciable y : J — Q. Definida en un subintervalo J de (a,b) que
contiene a xg, que satisface

y(t)=flt,yt)vied y ylxo)=1yo

El punto (zo,y0) se llama la condicion inicial del problema.

La ecuacion diferencial puede ser englobada en la funcion y : [xg — d, 29 + 0] — £, si y es continua
y satisface

y(t) = / F(s,9(s)) ds+yo Yt € [0 — 8,0 + 0]

Definicién 2. Una funcion f : (a,b) x Q@ — R™ es localmente Lipchitz continua en la sequnda

variable si, para cada xg € (a,b) y yo € Q, existen &g > 0 y ¢ > 0 tal que [xg — do, xo + 0] C (a,b)
Y [Yo — do,y0 + 0] CQy

1t z1) — flt,2o)|| < cllar — 2| st |x—ax0| <o y 21,22 €Q
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Existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales con valor inicial Sea
S =[x —a,z0+a] x [yo — b,yo +b] C R2. La funcién f : S — R es continua y existe una constante
A tal que
|fly1) — f(2,92)| < Alyr — 2|, ¥V (2,91), (z,92) €S

Sea |f(z,y)] < BenSysea«a€|0,a] tal que

< mi 1 b
a < min 15

Entonces la ecuacién diferencial

d
dz f(z,y)
y(zo) = Yo

tiene una tnica solucion en [zg — o, 2o + @]

Solucién La ecuacion diferencial puede ser englobada en una tnica condicién para todo t € I se debe

tener .
w:m+/fmmm@

Sea M = [zo—a,x0+a] y N = [yo —b,yo +b]. Definimos la funcion F : C(M,N) — C(M, N) como

ﬂww=m+/ﬁu

1. Vamos a verificar que F(¢)(x) € N, en este caso para toda ¢ € C(M, N) se tiene

[F(¢)(2) = ol

y0+/ Ft () dt — o

/u H)l dt
g/zBdt

< |z —xz| B
<aB

b

— B=b
B

por lo tanto |F(¢)(z) — yo| < by entonces yg — b < F(¢)(x) < yo+ b
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2. Por otro lado

Y

[F(¢)(x) = F(¢)(x)] =

%+L?&Mmﬁ—m+/

Zo

mwwm4

Aﬂwwmﬁ'
<éﬂmww»w

< Blz —y|
de modo que F(¢) es Lipchitz

Si tomamos k = Aa vemos que 0 < k < 1y para ¢, ¢ € C(M, N)

[F(¢)(x) = F(¢)(x)] =

0

m+L?@MWﬁ—m—Lﬂmamﬁ\

[ o) - s.o0)] 4

< Ap(t) = o(t)| |z — ol
< Aalyp(t) - o(t)]

=k |9(t) — o()]

< kmax [y (t) — o(t)]

Luego F es una contraccion del espacio completo C(M, N) en si mismo. Existe por tanto una
funcion ¢ € C(M, N) tal que F(p) = ¢ o sea

ym:m+/fmmm@

lo que equivale a existir una tnica solucién para la ecuacién diferencial.

Ejemplo Considere el problema

dy _ wy
dr  y2+1
y(0) =1
Sea S = [—¢,€] x [—¢€,€] C R2
En este caso f: S — R esta dada por
_
f(zv y) - yg + 1
La cual es continua para todo x,y en S
en este caso
Ty
YY) = <zl <
el =| 2 <lel <
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1
tomando a € [0, €] tal que @ < min {—, 1} por otro lado
€

A% Y2

tan) — ftp) = e
[F(ty1) = F (8 y2)] P+l B4l

< tlyr — yol < elyr — 2l

tyl o tyz _
yi+1  y2+1

existe entonces una solucién de la ecuacion diferencial en un intervalo alrededor del cero
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