
Unidad 3 Compacidad 3.2 Teorema de Arzelá-Ascoli

Familias equicontinuas

Ejercicio Sea (fk) una sucesión de funciones continuas en C([a, b],R) que tienden puntualmente a f. Si
dado ε > 0 existe δ (independiente de n) tal que

d[a,b](x, y) < δ ⇒ dR(fn(x)− fn(y)) < ε (∀ n) (1)

Demostrar que
fn → f uniformemente en [a, b]

Demostración. Dado ε > 0 tomemos δ > 0 que satisfaga (1). Consideremos una partición del
intervalo [a, b]

a = x0, x1, ..., xk, ..., xn = b

tal que xk − xk−1 < δ para todo k. Como fn(xk)→ f(xk), existe Nk tal que

n ≥ Nk implica dR(fn(xk)− f(xk)) < ε

Sea N0 = máx{N1, N2, ..., Nn}. Si x ∈ [a, b] entonces x ∈ [xk−1, xk] para algún k. Tenemos entonces
que para n ≥ N0

dR(fn(x)− f(x)) ≤ dR(fn(x)− fn(xk)) + dR(fn(xk)− f(xk)) + dR(f(xk)− f(x)) < 3ε

o sea que fn → f uniformemente en [a, b].

Ejercicio Sea H ∈ C(X,Y ). Si la familia H es totalmente acotada, entonces es equicontinua en X.

Demostración. Sean ε > 0 y x0 ∈ X. Debemos mostrar que existe un δ > 0 tal que

f(B(x0, δ)) ⊂ B(f(x0), ε)

para toda f ∈ H, y que esta δ no depende de f, sólo de x0.
Como H es un conjunto totalmente acotado, existen funciones

f1, f2, ..., fn ∈ C(X,Y )

tales que

H ⊂ B
(
f1,

ε

3

)
∪B

(
f2,

ε

3

)
∪ · · · ∪B

(
fn,

ε

3

)
Además, como cada fi es continua en x0, i = 1, ..., n, existen δi > 0 tales que, para cada i,

fi (B(x0, δi)) ⊂ B
(
f(x0),

ε

3

)
Escogemos δ = mı́n{δ1, δ2, ..., δn}, y mostraremos que

fi (B(x0, δ)) ⊂ B (f(x0), ε)
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para cada f ∈ H.
Así que sean f ∈ H y x ∈ B(x0, δ). Queremos mostrar la desigualdad

dY (f(x), f(x0)) < ε

Como
H ⊂ B

(
f1,

ε

3

)
∪B

(
f2,

ε

3

)
∪ · · · ∪B

(
fn,

ε

3

)
f ∈ B

(
fi,

ε

3

)
para algún i, es decir

dY (f(y), fi(y)) <
ε

3

Para todo y en X.
Además

dY (fi(x), fi(x0)) <
ε

3

ya que dX(x, x0) < δ ≤ δi. Entonces

dY (f(x), f(x0)) ≤ dY (f(x), fi(x)) + dY (fi(x), fi(x0)) + dY (fi(x0), f(x0)) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε
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