Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Sea V un espacio vectorial con producto interno (,). La norma inducida por el producto interno, se
define mediante la regla
[zl = /(z, z)

Sea V un espacio vectorial con una norma || - ||. La métrica inducida por la norma || - ||, se define mediante
la regla

d(z,y) = [z -yl
En resumen. Un espacio vectorial real o complejo con producto interno (,) se puede considerar como un
espacio normado con la norma,
=] = v/ {=,z)

y como un espacio métrico con la métrica
d(z,y) = v —yll = V{z -y, 2 —y)
Ejemplo La suma de funciones y el producto de una funcién por un escalar, definidos como
(f +9)(@) = f(z) + g(z), (\f)(z) =Af(z) paraf,g€ C°la,b], N€R

le dan a C°[0,1] la estructura de espacio vectorial.
Hemos visto que V f,g € C[0,1] el espacio de funciones continuas, el producto interior definido

como
2 2

wo=1([10ro@ia) — ([ 19w )

T =/O @) de = (f, 1)}

Usando la norma anterior definimos V f, g € C]0, 1] la distancia como

induce la norma

d(f.g) = If — gl = /|f o) dr

Se tiene que d(f,g) es una métrica.

Demostracion. Para (M1) se tiene que

d(f,9) _0@/|f z)| dz =0
& [f(z) —g(z)| =0V 2z e[0,1]
@f() g(z) =0V z €0,1]
& flx)=g(@)Vzel01]

por lo tanto

d(f,9) =0 & f() =g(z) Yz el01]

:/01|f(x) |dx—/ lg(z )| dx = d(g, f)
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Para (M2) se tiene que
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Para (M3) se tiene que

d(f.q) = / (@) - g(a)| da
1
:/"u@g_h@g+h@o—g@ndx
0
< / 1£(2) — h(@)| + [h(z) — g(x)] da

=/|( |M+/Vz 2)| do

d(f,h) +d(h, g)

Se tiene entonces que en el espacio C[0, 1] de funciones continuas, el producto interior

=2 ([ ro@ia) ([ 10-owie)

Tl =/0 (@) de = (f. )

induce la norma

que induce la métrica

d(f.g) = If — gl = /|f o) dr

Los resultados anteriores se seguirian cumpliendo si en lugar de f, g € C[0, 1] se tiene f, g € Cla,b]
por lo que en el espacio Cla,b] de funciones continuas, el producto interior

1.9 i</|f+g |dx> —(/f o) |dm>

b
1 :/ (@) dx = (f, )}

induce la norma

que induce la métrica

d(f.g) = If — gl = /|f o) de

/\f |dx—</ e |1dx>%

. Qué pasaria si en el espacio C|[a, b] de funciones continuas se define la norma

1£lly = ( / @) - (@) dx);
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Ahora bien dado que
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Espacios de Funciones

Denotemos por C°[a,b] al conjunto de todas las funciones continuas f : [a,b] — R.
La suma de funciones y el producto de una funcién por un escalar, definidos como

(f +9)(@) = f(2) +g(z), (Af)(2) =Af(z) paraf,g€ C%a,b], NeR

le dan a C°[a, b] la estructura de espacio vectorial.

Dada f € C°[a,b] definimos
b B
171 = ( [ 1s@r dx> sipello)

Proposicién 1. || f||, es una norma en C°[a,b]

Demostracion. N(1) Para p € [1,00) Se tiene que

b
||f||£=/ F@P de=0 & |f(@)]=0Vzelab & f=0

En consecuencia, || f||, =0 si y solo si f = 0.
N(2) Se tiene

b » b » b v
IAfllp = </ IAf(@)]? dx) = (I/\I”/ [ ()]” dfv) = [Al (/ ()] dfﬂ) = A1l

N(3) Necesitamos un resultado
Desigualdad de Holder para integrales Sean p, g € (1, 00) tales que

T
P q

Entonces, para cualquier par de funciones continuas f, g : [a,b] — R se cumple que

/ | F@)g()] da < ( / @ dx); ( / ’lo(a) dx>;

gl < I£1lpllgllq

Demostracion. La afirmacioén es trivial si f = 0 0 si g = 0. Supongamos que ambas funciones son distintas
de cero. Para cada x € [a, b], definimos niimeros reales positivos

@l e
“ = " Tl

es decir
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Aplicando la desigualdad de Young se obtiene

S ) Ly Ly VP b
1£1lpll9llg p plflle — dllglla
e integrando ambos lados de esta desigualdad obtenemos
LA @e@) dz _ [If@FP de [llg(@)"de 1 1
||f||p||9||q - ol allgllg P oq
Finalmente, multiplicando ambos lados por || f||,|/gllq obtenemos la desigualdad deseada O

Necesitamos ahora otro resultado Desigualdad de Minkowsky para integrales Sea p € [1, oc]. Entonces

If +glly < Iflp + llgll, ¥ fg€ C%la,b]

Demostracion. Sea p € (1,00). Si f =0 la afirmacion es evidente. Supongamos pues que f # 0. Sea

hix) = (I ()] + lg(2))""

Aplicando la desigualdad de Holder para integrales a las funciones f, h y g, h respectivamente, obtenemos

< )| +1g(x)]) )
/ l9@@)| (If (@)] + lg(@))" ™" de < ||g||p< )|+ lg(@)])” >

y sumando estas desigualdades concluimos que
)|+ 1g(x))) )

Q=

/ @) (@) + 9@ )™ de < 1],

Q=

Q=

/ (f @)+ lg@)D? da < (£l + llgll»)

Dividiendo ambos lados de esta desigualdad entre

b %
( [ s+ g<x>|>P>

y usando la desigualdad del tridngulo para nameros reales

() + ()] < [f(2)] + [g(2)]

y la momotonia de la integral obtenemos

b » b 5
If+glp = (/ (1f (@) + g(=)])" dw) < (/ (1f @)+ lg(@)])” dw) < 171l + llgll

O
O
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