Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Espacios Métricos

Definicién 1. Sea X un conjunto. Una métrica (o distancia) en X es una funcion d : X x X — R que
tiene las siguientes propiedades

M) d(z,y)=0 si y solo si x=y

Ms) d(z,y) =d(y,x) V z,ye X

M) d(z,2) < d(w,y) +d(y,2) ¥ a.y,2€ X

A esta ultima desigualdad se le llama desigualdad del tridngulo.

Definicién 2. Un espacio métrico es un conjunto X provisto de una metrica d. Lo denotaremos por
(X, d)

Veamos que la distancia entre dos puntos nunca es negativa
Proposicion 1. d(z,y) > 0 para todo xz,y € X
Demostracion. tenemos que de las propiedades de métrica
0= d(w,2) < d(z,y) + d(y, z) = 2d(z, )
En consecuencia, d(x,y) > 0 para todos z,y € X O
Proposicion 2. Sea (X, d) un espacio métrico entonces
|d(z, 2) — d(y, z)| < d(z,y)
Demostracion. Por M2 y M3 se tiene
d(w,2) Sd(wy) +d(y,2)  y  dy,2) < dy,o) +d(@, 2) = d(,y) + d(a, 2)

por lo tanto
—d(z,y) < d(z,z) —d(y,z) < d(z,y)

O
Ejemplo Definimos
doo(x,y) = II’IE,LX{|J31 - y1|7 RN ‘xn - yn|}
donde
T = (xla"'axn)a Y= (yla"'ayn) GR“
Se tiene entonces que do, es una métrica para el espacio Euclidiano
Demostracion. Para la propiedad M; se tiene
dOO =0 & méx{|x1 _y1‘7~~'»|xn _yn|} =0
4 |l‘i*yi| =0Vi= 1,...,n
= J;i—yi=OVi=1,...,n
S =y Vi=1,...,n
S =y
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Para la propiedad M, se tiene

doo (7, y) = max{|z, — 31

,7|$n_yn|}

=méx{|y1 — 21, -, [yn — zn|}

= dOO(y7 ZL‘)

Para la propiedad M3 se tiene

lz; — 2| < @i —yil + i — 2i] < doo(i,Yi) +doo (i 2:), Vi=1,..,n

por lo tanto

doo (7, 2) < doo(x,y) + doo (y, 2)
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