Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Productos Escalares y Hermitianos

Definicion 1. Sea E un espacio vectorial, un producto escalar en E es una funcion de
,):ExXE—F

donde F € {R,C} que a cada par de vectores x,y € E le asocia un nimero

(z,y)
que satisface las siguientes propiedades:
{x,x) >0siz#0
2) (x,y) = (y,x) La barra indica conjugacion compleja
3)(Az,y) = Mz, y)
4)(x+y,2) =(z+y)+(y,2)

Ejemplo El producto escalar usual en C" estd dado por

(u,v) = U107 + U3 + - - + U,
comprobar que es en efecto un producto escalar
Demostracion. Vamos a comprobar que se cumple {x,z) > 0, en este caso

(u,u) = uiUy + uglz + « - - + UpTy

= Jua[* + Jual* + -+ Jun[* > 0

Vamos a ver que se cumple (x,y) = (y, x), en este caso

(u,v) = U1 + w2z + - -+ + Up T,

=il + Vgl + -+ Uy

= 0101 + Vallg + -+ Unlly

= <U’ u>
Vamos a ver que se cumple (u, A\v) = A\(u,v), en este caso
(U, W) = ug Avg + ugAvg + - - - + up Ay,
= U NT] + U \Tg + - - + Up ATy,
= Nur 01 + U3 + - - - + upVy)
= Mu, v)
Vamos a ver que se cumple (z + y, z) = (x + y) + (y, z), en este caso
(u+v,w) = (u1 + v1)Wr + (ug +v2)W2 + -+ + (U, + V) Wp
= U1W1 + VW1 + UW2 + VW32 + « + -+ + UpWp, + Vn Wy
= U1W1 + UW2 + + - - + URWy + V1WT + V2W2 + -+ - + Vp Wy
= (u+ w) + (v,w)
O
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Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Espacios Normados

Un producto escalar (,) en un espacio vectorial V da lugar a una nocién de longitud de un vector v € V,
llamada su norma

Definiciéon 2. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma en V es una funcion || - || : V — R que
tiene las siguientes propiedades:

N1) |vl=0<v=0
N(©2) ||M]f=Al]l, ¥V veV, XeR
NE) v +wl <ol + flwll, ¥V v,weV

Ejemplo Sea H un espacio con producto escalar. Entonces la funcién || - || : V' — R definida por
|z = (z,2) Vae H
es una norma en H.
Demostracion. Supongamos que z = 0 entonces
0l = (0,0)* =0
Ahora supongamos que |z|| = 0 se tiene entonces
lz] =0 < (0,0)=0 < =0

(2) Sea x € H y A € C tenemos entonces que

_ 1
IAell = (e, Az)F = Nz, @) = (A, 2))? = A ((2,2))* = [Al]j«]
(3) Para probar esta propiedad necesitamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz
Desigualdad de Cauchy Schawarz En un espacio vectorial V se cumple
(v, w)| <[] [Jw]
Demostracion. Consideremos el producto escalar (u — Av,u — Av) para obtener
0 < (v—2Aw,v—Aw) = (v,v — Aw) + (= w,v — Aw)
= (v,0) + (v, = Aw) + (—Iw,v) + (—Aw, —Aw)
= [[olf* = Mv,w) = Mw, v) + A wl|?
= [[olf* = v, w) = A{v, w) + AN w]|?

Hacemos

B (v, w) B (v, w)
A= o) P
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y se obtiene

(v, w)

<ol - (i )

Multiplicando por |Jwl||? tenemos

w - (

(v, w)

) (g et

(v, w)
[Jw]|?

(v, w)
[Jwl|?

(v, w) +

w

JAEE

0 < [lol*[wl* = (v, w) (v, w) — (v, w){v, W) + (v, w){v, w)
= [vlPflwl® = (v, w){v, w)
= [[vlPllwl® = (v, w)l?

Por lo tanto

por lo que

(v, w)|* < [[o]|?[|w]|?

[{v, w) < [[o]] [|w|

O
Tenemos entonces que para z,y € H
lz +ylI* = (z +y,z +y)
= (@, 2) + (z,9) + (v, 7) + (1, 9)
= (@, 2) + (z,9) + (z,9) + (1, 9)
= (z,2) + 2Re(z,y) + (y,y)
<Az, z) + 2 [{z, nll + (. )
< (z,z) + 2|zl [lyll + (v, m)
= [l + 22l llyll + lly]*
= ()l + llyl)?
Por lo tanto ,
llz +yl* < ([l + llyl)
en consecuencia
2+ yll < [lzll + [yl
O
Por lo ranto || - || : H — R es una norma.

Sea H un espacio con producto escalar. La norma inducida por el producto escalar en H es la norma

: H — R definida para todo z € H como

1
|zl = (z, )2
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