Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Ejemplo Definimos || || : R* = R por || |1 = |z1| + ... + |zn] VZ € R™

Proposicion 1. la funcion R™ x R” — R dada por ||z|1 = |z1| + ... + |zn| s una norma en R™

Demostracion. 1) Dado que Vz € R |z]| >0, se tiene || ||y = |z1| +... +|za] >0 VZ€R"

m SiaeRyz=(x1,...,2,) € R", entonces

laz|| = |azi|+ ...+ |ax,]
= laf[z1[ + ... + |af|z]
= laf(lza] + ... + |zn])
=lallizll v R

m) SiZ=(x1,...,2,) y 5= (Y1,---,Yn) son elementos de R™
1Z+al = lzs+wl+ -+ 20 +

< Jaa|+ Il + -+ [al + ]
=zl + ...+ |z + ol o+ yn
= [1z[lx + gl

Si Jzf = 0

= |z1|+...+|zy| =0y comocada |z;| >0i=1,...,n

entonces |x1|+ ...+ |z, =0

= |xi|=0i=1,...,n

z=0

O

Proposicién 2. Sea V un espacio espacio vectorial con producto interior. Entonces ¥V u,v € V' se cumple
lu+ol* + [Ju = ol = 2(Jul]* + ||u]?)
Demostracion. Tenemos que

lu+ol® + llu = vl* = (u+v,u+wv)

+ (u —v,u —v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) + (u, u) — (u,v) — (v,u) + (v, v)

= 2(<u’ u> + <U,U>)
= 2([Jull® + flu]l?)
O
En el caso de la norma definida en R? dada por
[(z1, z2)[| = |21 + [22]
se tiene que para r = (1,0) y y = (0,1) en R?
w4+ 0l + [lu = o[> = | (L, DI + (L =D = (1] + [1)* + (1] + | = 1))* =8
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Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Mientras que
2(JJull® + flull®) = 2 (11, 0)1% + [1(0, 1)I[*) = 2 ((|1] +[0])* + (0] + [1])*) = 2(2) = 4
por lo tanto
[l + 0] + [lu = v[* # 2(]|ull® + [|lu][*)
en consecuencia la norma
[(z1, 22)|| = |z1| + |22

no esta inducida por un producto interior.
Dada una norma, se puede decidir si proviene o no de un producto interno, ya que éste se puede recuperar
a partir de su norma asociada:

Proposicion 3. Identidad de Polarizacion Sea (V,{,)) un espacio vectorial con producto interno. En-
tonces para cada u,w € V se cumple:
1 1
(w,w) = gl + 0l = Fllo —wl?
Demostracion. Si'V es un espacio vectorial entonces
o +wl? = (v +w, v+ w)
= <U,U> + <’U,’U)> + (w,v) + <w7w>
= ol + 2(v, w) + [[w]|?

lv —wl|]? = (v —w,v—w)
= (v,v) — (v, w) — (w,v) + (W, w)
= ol = 2(v,w) + [[w]|?
Entonces

-1

1 , 1 , 1
ool = gl = wl? = 3o - () ) = (o)

Ejemplo En R” se define la norma V x como

lall = \/z? + a3+ + 2
vamos a aplicar la identidad de polarizacién para recuperar el producto interior que la induce, en
este caso para u,v € R™ se tiene
1 2 1 2
u,v) = —<|[|[v+w|°——-|lv—w
(w,0) = o +wlf? = o - w]

= 7 (00 o (0 o (a0 = (01 = 20+ (1 =) o (0= 0?)

[((ur +v1)? + (uz +v2)* + - (wn +00)?) = (01 = u1)? + (v2 = u2)? + -+ (vn = vn)?)]

[A(uiv1 + ugva + - - - + upvy)]

SO =

1V1 + UgV2 + - + UpUp
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Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Ejemplo En el espacio C]0, 1] se define la norma

1]l = / ()] de

usando la identidad de polarizaciéon vamos a recuperar el producto interior que la induce, en este
caso

_ 1 2 1 2
(f,9) = 1||f+g|| - leffg\l

1 ([ 15+ ol ar)

En el caso de que f = g se tiene

2 2

([ 1w-owi )

(=1 (/01 2f) (@) dx)2

- (/ 7)) dx)2

1
Tl :/0 @) dx = (f, )}

y la norma es inducida por un producto interior

Por tanto

Meétricas Inducidas por Normas

En un espacio vectorial X toda norma induce una métrica

Proposicion 4. Si X es un espacio normado

da(z,y) = [l —yl|
define una métrica
Demostracion. Tenemos que
da(z,y) = llz—yll 20 = dao(z,y) 20
da(z,y) = llz —yll = lly — || = da(y, z)
do(z,2) = |z — 2| = |z —y +y — 2l < [le =yl + ly — 2]l = da(z,y) + da(x, 2)
O

Proposicion 5. Todo espacio vectorial con producto interno se puede dotar de una métrica d con las
siguientes propiedades

d(x + 2,y + 2) = d(z,y)
d(azx, ay) = |ald(z,y)
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Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Demostracion. Podemos tomar la norma inducida
oz, y)=llz—yll=llz+z—2z—yll=llz+tz—(y+2)=do(z+ 2,y +2)

dy(aw, ay) = [laz — ayl| = [la(z - y)l| = |||z — y[| = |aldz(z,y)
O

Ejemplo Demostrar que la metrica definida por d(a, b) = { 0 a=b satisface los axiomas de métrica.

1 a#b
Demostracion :
1. Sean a,beR™ entonces d(a,b) =16 d(a,b) =0 .. d(a,b) >0

2. Sean a,beR" Sia#b d(ab)=1ysib#a dba)=1. d(ab)=1=dba)
Ahora bien si a = b entonces d(a,b) = 0= d(b, a)
* Si a = b entonces b = a por lo tanto d(b,a) =0

3. Sean @, b, ceR™ a#b#¢C
d(@,b)=1,db,c)=1y

d(a,c) =1<1+41=d(a,b) +d(b,c)

Ejercicio Probar que la métrica discreta en un espacio vectorial no trivial X no puede obtenerse de una
norma

Demostracion. Tenemos que la métrica discreta esta definida por

w={\ 07

vamos a ver que no cumple d(azx, ay) = |a|d(x,y), sea a = 2 en este caso
si x#y entonces d(ax,ay)=1%#2=ad(x,y)

por lo tanto la métrica discreta no es inducida por una norma O

Ejemplo Sea V un espacio vectorial con producto interno (, ). La norma inducida por el producto interno,

se define mediante la regla

]l = v/ (x, x)
Sea V un espacio vectorial con una norma || - ||. La métrica inducida por la norma || - ||, se define
mediante la regla

d(z,y) = llz -yl

En resumen. Un espacio vectorial real o complejo con producto interno (, ) se puede considerar como
un espacio normado con la norma

]l = /()

y como un espacio métrico con la métrica

d(z,y) =z —yll = V(z —y,x —y)
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