Unidad 5 Integral de Riemann-Stieltjes 5.1 Integral de Riemann-Stieltjes

Integral de Riemann-Stieltjes

Integral de Riemann Dada una funcion f : [a,b] — R, f acotada. Si
P = {a = to,tl, ...,tn = b}

es una particion de [a, b]. Llamamos |P| = max{(¢; — t;—1)} norma de la particion.
Una suma de la forma

R(f,P) = Zf(&)(tz‘ —ti—1)

es una suma de Riemann.
Se dice que una funcién f acotada, deifinida en [a,b] es Riemann integrable en [a,b] si existe un
ntero r tal que V € > 0 existe § > 0 tal que

[R(f, P) —r| <e

para cada suma de Riemann asociada a una particion P tal que |P| < ¢. A tal namero r se le denota

<mLme

Integral de Daoroux Si
P = {CL = to,tl, ---7tn = b}

es una particion de [a, b].
Se denota
m; = f{f(z) | v € [ti—1, t:]}
M; =sup{f(z) | z € [ti—1,t:]}
llamamos suma inferior de f con respecto a P a la suma

n

S(f,P) = Zmz(tz —ti—1)

i=1
llamamos suma superior de f con respecto a P a la suma

n

S(f,P) = Mi(t; —t;1)

i=1

La integral inferior de Darboux sobre [a, b] se define

b
/f:wm&ﬁm}

La integral superior de Darboux sobre [a, b] se define

b
/fzwﬁmm}
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Se dice que una funcion f acotada, deifinida en [a, b] es Darboux integrable en [a, ] si
b )
fr=17
b
) [ @) do

Integral de Riemann-Stieltjes Sean f y F dos funciones acotadas definidas en [a, b].
Una suma de la forma

y la denotamos

=" fE)F(t:) — Ftio1) con & € [tioy, ti]
i=1

se denomina suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a F.
Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a,b] y escribimos f € Rg(F)
en [a,b] si existe un ntmero I tal que V € > 0 existe una particion P. de [a,b] tal que para toda
particion més fina P de P, y para todo &; € [t;—1,t;] se cumple

|Re(f,P)—1| <e

El namero I si existe es llamado la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto F en [a,b] y
escribimos

b
(8S) [ () dF@)
a
En el caso de que F(z) = x se tiene el caso particular de la integral de Riemann.

Teorema 1. Sea f una funcion real acotada sobre [a,b]. Si F es de clase C* sobre [a,b] y f € Rs(F),
fF' es integrable Riemann y se cumple

/de /fF’

Demostracion. Sea h = fF’. Si
P = {a = to,t1,...,tn = b}

y consideremos la suma de Riemann

M:

R(h’a P) (gz)( i 1 1)
=1
= F&)F (&)t —tin)
i=1
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Ahora consideremos la suma de Riemann-Stieltjes

= Z f&)(F(ti) — F(ti-1))
=" FEF(E) (i — timr)
=1

En la dltima igualdad aplicamos el teorema del valor medio a la funcién F y obtenemos
F(t,) — F(tifl) = F/(ff)(ti — tifl) con f: (S [tifl,ti]

Tenemos entonces que

n n

Zf(fl)F/(gz )( ti— 1) Zf(gz)F/(gz)( i = ti— 1)

i=1 i=1

"&) — F'(&)](t — tiz1)

|RF(f7P)_R(h7P)|

<Z|f &) F &) = F'(El (i —tiz1)

como f es acotada existe M > 0 tal que |f(z)| < M V z € [a,b]. De manera que
n
Z &N IEF(E) = F'(EDN (i —tima <ZM [F'(&) = F'(&)]] (ti —ti-1)

Por otro lado si F es de clase C'! entonces es uniformemente continua en [a,b] por tanto V € > 0

existe § > 0 tal que
€

& =&l <o = IF'E) - FE) < 35—

Por lo tanto

|Rp(f,P) — Rh, P)| < Y 1f(E&)] IF'(&) — F/(&)]| (ti —tio1)

i=1
i €
<ZM (b— )(tz tz 1)
i=1
n
= i—1)
=1
€
= b —
2(b—a) (b-a)
_ €
2
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Por otro lado si f € Rg(F) en [a,b] existe una particion P. tal que si P es un refinamiento de P,
entonces

Rp(f,P / f(z) dF(z

Si tomamos Q = P U P, tenemos

b
R““F”‘L/ f(x) dF(x)| = |R(h, P) — Ri(f, P) + Rp(f, P ./ f(x) dF(a

< |R(h, P) = Re(f, P)| + |Re(f, P /f ) dF(x
_cc
2 2
=€
O
7
Ejemplo Calcular / f(x) dF(x) para f(x) = 2%y F(x) = In(x)
1
En este caso
7 7 7 7 2
1 4 1
/ f(z) dF(m):/ z? d(ln(m)):/ z? (—) dac:/ vdr =2 %:—9——:24
1 1 1 X 1 2 2 2
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