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Propiedades de la Integral de Riemann-Stieltjes

De�nición 1. Sean f y F dos funciones acotadas de�nidas en [a, b].
Una suma de la forma

RF (f, P ) =

n∑
i=1

f(ξi)(F (ti)− F (ti−1)) con ξi ∈ [ti−1, ti]

se denomina suma de Riemann-Stieltjes de f con respecto a F.

Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a, b] y escribimos f ∈ RS(F ) en [a, b]
si existe un número I tal que ∀ ε > 0 existe una partición Pε de [a, b] tal que para toda partición más �na

P de Pε y para todo ξi ∈ [ti−1, ti] se cumple

|RF (f, P )− I| < ε

El número I si existe es llamado la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto F en [a, b] y escribimos

I =

∫ b

a

f(x) d F (x)

Proposición 1. Sean a, b ∈ R con a < b, y sean f y g funciones reales acotadas en [a, b]. Si f es

Riemann-Stieltjes integrable con respecto a g en [a, b], entonces el número I es único

Demostración. Supongamos que I1 y I2 dos elecciones para I. Dado ε > 0, entonces existe una partición

Pε tal que P
′
ε de [a, b] tal que

|RF (f, P )− I1| <
ε

2

para cada partición P que re�ne a Pε y toda suma de Riemann-Stieltjes asociada a f, g, y P y

|RF (f, P )− I2| <
ε

2

para cada partición P que re�ne a P ′ε y toda suma de Riemann-Stieltjes asociada a f, g, y P.

Elegimos P = Pε ∪ P ′ε y tenemos entonces

|I1 − I2| = |I1 −RF (f, P ) +RF (f, P )− I2| ≤ |I1 −RF (f, P )|+ |RF (f, P )− I2| <
ε

2
+
ε

2
= ε

por tanto concluimos que I1 = I2

Teorema 1. Criterio de Cauchy para integrabilidad. La función f es Riemann-Stieltjes integrable con

respecto a F en [a, b] si y sólo si para cada ε > 0 hay una partición Pε de [a, b] tal que si P y Q son

re�namientos de Pε y si RF (f, P ) y RF (f,Q) son cualesquiera sumas Riemann-Stieltjes correspondientes,

entonces

|RF (f, P )−RF (f,Q)| < ε

Demostración. Si f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a, b], existe una partición Pε tal
que si P y Q son re�namientos de Pε y si RF (f, P ) y RF (f,Q) son cualesquiera sumas Riemann-Stieltjes

correspondientes, entonces ∣∣∣∣∣RF (f, P )−
∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣ < ε

2
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∣∣∣∣∣RF (f,Q)−
∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣ < ε

2

Por lo tanto

|RF (f, P )−RF (f,Q)| =

∣∣∣∣∣RF (f, P )−RF (f,Q)−
∫ b

a

f(x) dF (x) +

∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣RF (f, P )−
∫ b

a

f(x) dF (x)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dF (x)−RF (f,Q)

∣∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε

Inversamente, supongamos que la condición de que para cada ε > 0 hay una partición Pε de [a, b] tal
que si P y Q son re�namientos de Pε y si RF (f, P ) y RF (f,Q) son cualesquiera sumas Riemann-Stieltjes

correspondientes, entonces

|RF (f, P )−RF (f,Q)| < ε

Entonces para cada entero positivo k consideremos la partición Pk tal que

|RF (f, P )−RF (f,Q)| < 1

k

si P y Q son re�namientos de Pk y si RF (f, P ) y RF (f,Q) son cualesquiera sumas Riemann-Stieltjes

correspondientes.

De�nimos

P̂n = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pn
notemos que P̂n re�na a Pk para todo 1 ≤ k ≤ n.
De�nimos

RF (f, P̂n)

n∑
i=1

f(xi)[F (xi)− F (xi−1)], ∀ n ∈ N

Sea ε > 0 dado, y elegimos un número entero positivo N su�cientemente grande tal que
1

N
< ε.

Si n > m > N entonces

|RF (f, Pn)−RF (f, Pm)| < 1

N
< ε

esto signi�ca que la sucesión

{RF (f, Pn)}

es de Cauchy, y es por tanto convergente

ĺım
n→∞

RF (f, Pn) = I

Ahora bien sea ε > 0 elegimos un entero positivo N tal que

1

N
<
ε

2
y |RF (f, Pn)− I| < ε
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Si P es un re�namiento de P̂n y sea RF (f, P ) una suma de Riemann-Stieltjes asociada a f y F, entonces

|RF (f, P )− I| ≤ |RF (f, P )−RF (f, Pn) +RF (f, Pn)− I|
≤ |RF (f, P )−RF (f, Pn)|+ |RF (f, Pn)− I|

<
1

N
+
ε

2
< ε
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