Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Subespacios Métricos e Isometrias

Definicién 1. Dado un subconjunto X de R™ y dos puntos p,q € X. Una trayectoria de p a q en X es
una fucion continua o : [0,1] — R™ tal que

c0)=p, o(l)=q y ot)eX Vte|01]

donde ||z — y|| = \/(z1 — 1) + -+ - + (zn — yn)? denota la distancia de x a y.
Observacién:
lp =gl < L(0)

Definicion 2. La longitud de una trayectoria se define como

L(o) = sup{ZHo(tk_l) —ot)] | 0=tg <t <--<tm=1,me N}

k=1
Ejemplo Sean S"~! = {z € R" | ||z| = 1} la esfera unitaria en R" y z,y € S"~!. Consideremos el
conjunto T, (S™~1) de todas las trayectorias de x a y en S™~1.
Definimos

d(z,y) = inf {£(c) 0 € Tpy(S" 1)}
donde £(c) es la longitud de la trayectoria o. Esta es una métrica en S™~!

Solucién Sean z,y,z € X, y sean 0., y 0y, trayectorias de x a y, y de y a z, respectivamente, en X de
longitud finita. Entonces, definimos

o es una trayectoria de x a z en X de longitud finita. Por otro lado si
0=ty <t <---<Z<tn=1 € P[O71]
entonces

1
=5 € Moyl

2

DN | =

1
0< to§§t1§"'§

DN | =

Y reciprocamente, si
1
O=tg<t; < - <tm== € P
0=t < m =5 € [0.4]

- 2
entonces
0§2t0§2t1§§2tm:1€P[071]
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En consecuencia

i 1
£(02.) = sup {Z 02, (2t5-1) = 00y (2t0)| [0S to St oo <ty = 2}
k=1

Anéalogamente

m
1
£(0y,2) = sup {Z oy (21 = 1) =0y, 2tx = D] | 5 Sto<tr <o St = 1}
k=1

Por otra parte, si 0 < tg < ¢t; < --- < t,, = 1 es una particion del intervalo [0,1] y si tomamos
1
0<j<mtalquetj_; < 3 < tj, se tiene

oftj1) -0 (;)H + o <;> —o(t;) ‘

d(z,2) < £(0) < £(04,y) + £(0y,2)

[o(tj—1) —a(t;)] <

de donde

Consecuentemente
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

Lo que prueba la desigualdad triangular.
Para probar simetria, note que o : [0,1] — X es una trayectoria de x a y (cualesquiera puntos de
R™), entonces 5 (t) = (1 — t) es una trayectoria de y a x. Y ademaés,

£(0) = £(5)

En consecuencia
d(z,y) = d(y,z)

Finalmente, si z,y € R™, dado que
|z —yll < £(0)

para cualquier trayectoria o de x a y, se sigue que
[z =yl < d(z,y)

Asi que si d(x,y) = 0, entonces x = y.

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Analisis Matematico 1 2



