Unidad 1 Espacios Métricos 1.1 Continuidad

Isometrias

Definiciéon 1. Sean X = (X,dx) y Y = (Y,dy) dos espacios métricos. Una funcion ¢ : X —Y es una
1sométria si

dy (¢(z1), p(x2)) = dx (p(x1), p(x2)) YV x1,20 € X

Teorema 1. Sea Y un espacio vectorial normado con norma || - ||y, y sea X un espacio vectorial. Si
f:X =Y es una aplicacion lineal, esto es, para todo x1,xo en X, y cualquier escalar A € R,

f(x1+ Az2) = f(21) + Af(2)

y si para todo x € X se cumple
flx)=0, = =0,

entonces
lzllx = If(=)lly

para todo x € X, es una norma en X.

Demostracion. Como f es lineal,
f(0x) = f(0x +0x) = f(0x) + f(0x) = 2f(0x)
Esto es f(0x) = Oy. Se sigue que para toda = € X,
[z]x =0 & [f(@)lly =0 & f(z) =0y & z=0x
Por otra parte, para todo escalar A € R,
Azl x = [IFQ2)lly = [IAf(@)lly = XIS @)y = [Alllzlx
Finalmente, para todo x1,29 € X
21 + 22l x = [[f (21 + 22) [y = [If (21) + f(22)lly < [f@)lly +[[f(@2)lly = llzallx + [lw2llx
O

Definiciéon 2. Si X y Y son espacios vectoriales normados con normas || - |x y || - ||y repestivamente,
decimos que una funcion ¢ : X — Y es una isometria si ¢ es una isometria respecto a las métricas
inducidas por las respectivas normas en X y Y.

Proposicion 1. Si X y Y son espacios vectoriales normados con normas || - ||x y || - ||y respectivamente
ysi¢d: X =Y es una funcion lineal, entonces ¢ es una isometria si y solo si,

lzlx =ll¢(@)ly, VzeX

Demostracion. Segun lo anterior ¢(0x) = Oy .
Ahora, si ¢ es una isometria, para toda x € X,

[z]lx = dx(2,0x) = dy (¢(x), ¢(0y)) = dy (é(2), 0y) = [|o(2) |y
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Reciprocamente si la igualdad
lzllx = llo(@)lly, VzeX

es vélida para todo z,y € X,

dx(z,y) = [z —ylx = l¢(z —y)lly = [[6(x) — o)y = dy ((x), $(y))
O

Ejemplo Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea {es, ..., e, } una base de V. Expresamos a
cada v € V como

n
v = g rie;,, x; €R
i=1

y definimos
1

ol = <§_jx>

entonces la funcién ¢ : R — V dada por

n
¢($1,JI27 7mn) = inei
=1

es una isometria

Demostracion. Vamos a probar que

n
o(z1, 22, ...y Tp) = Zaxiei
i=1

es una aplicacion lineal de R™ a V, ya que por definicién

n
||¢(5E1,.’£2,...,.’En)|| = Zmiei = ||(£L’1,,{En)||
=1

para todo (z1,...,x,) € R™.
Notamos que para todos (z1,...,2,) ¥ (Y1, ..., Yn) vectores de R™

(b((érla 7Z'n) + (yl, 7yn)) = ¢($1 + Yt -3 Tn + yn)

(i + yi)e

v

Il
-

7

n
= E i€ +
i=1 i

n

Yi€;
1

= Qﬁ(l‘l, ,Z’n) + d)(yh 7yn)
O
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Proposicion 2. Toda isometria es inyectiva

Demostracion. Si ¢ : X — Y es una isométria entonces

o(x) =9(y) = 0=dy(¢(2),¢(y)) =dx(z,y) = dx(v,y)=0 = z=y
O

Proposicién 3. Si ¢ : X — Y es una isometria y es biyectiva, entonces su inversa ¢~':Y — X es una
1sometria.

Demostracion. Sean y1,y2 € Y y sean x1,x2 € X unicos tales que y1 = ¢(z1) y y2 = ¢(x2) se tiene
entonces

dy (y1,y2) = dy (¢(21), ¢(22)) = dx (21, 22) = dx (¢ (1), ¢~ (v2))
O

Proposicion 4. Si ¢ : X — Y, ¥ : Y — Z son isometrias y son biyectivas entonces la funcion
PYop: X — Z es una isometria

Demostracion. Tenemos que

d=(¢ 0 ¢(x1),1 0 p(x2)) = d-(Y(¢(21)), ¥(d(22))) = dy(d(21), P(22)) = da(z1,22)
O

Proposicion 5. Si (X,d) y (Y, e) so espacios métricos, escribimos (X, D) ~ (Y, e) si existe una iosmetria
de (X,d) a (Y,e). Se tiene que para todos los espacios métricos (X,d), (Y,e) y (Z,m) se cumple

(X,d) ~(X,d)
(X,d) = (Y.e) = (Y.e) ~ (X,d)
(X,d)~ (Y,e) y (Y,e) ~(Z,m) = (X,d) ~(Z,m)

Demostracion. Se tiene que la funcion identidad de (X, d) en (X, d) es una isometria por lo que
(X,d) ~ (X,d)

Si ¢: X — Y es una isometria de (X,d) en (Y,e) entonces la funciéon ¢! : Y — X es una isometria de
(Y,e) en (X, d) por lo que

(Yie) = (X, d)
Finalmente si ¢ : X — Y es una isometria de (X,d) en (Y,e) y ¢ : Y — Z es una isometria de (Y, e) en
(Z,m) la funcién ¢ o ¢ : X — Z es una isometria de (X,d) en (Z, m) por lo que

(X, d)~(Y,e)y (Y,e)~(Z,m) = (X,d) ~(Z,m)

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Analisis Matematico 1 3



