Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

Caracterizacion de conjuntos medibles

Notamos que la unidon de una coleccion numerable de conjuntos cerrados no necesariamente es cerrada y
la interseccién de una colecciéon numerable de conjuntos abiertos no necesariamente es abierto.

Definicién 1. Un conjunto que es union numerable (finita ¢ infinita) de conjuntos cerrados es llamado
un conjunto F,

Ejemplo Cada uno de los siguientes es un conjunto F,

a
b

C

Un conjunto cerrado
Un conjunto numerable

La unién numerable de F,

joR

)
)
)
)

e) Un conjunto abierto G pues

donde I,, es un intervalo abierto

Definicién 2. Un conjunto que es interseccion numerable (finita 6 infinita) de conjuntos abiertos es
llamado un conjunto G

Ejemplo Cada uno de los siguientes es un conjunto F,

a) Un conjunto abierto en particular un intervalo abierto

b) un intervalo cerrado ya que
~ 1 1
[a,b] = ﬂ <a— ﬁ’b—’_ n)
n=1
¢) Un conjunto cerrado
d) La interseccién numerable de conjuntos Gy

Teorema 1. Sea E un conjunto. Son equivalentes
a) E es medible

b) Para cada € > 0, existe un conjunto abierto O D F tal que

w(O—-F)<e

¢) Hay un G € Gs con G D E tal que
w(G—FE)=0
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d) Para cada € > 0, existe un conjunto cerrado F C FE tal que
p(O—-F)=0

e) Hay un F € F, con F C FE tal que
p(E—F)=0

Demostracion. 1. (a = b)

a) Supongamos que p*(E) < co. Elegimos una sucesion {I,,} de intervalos abiertos tal que

EcC U I,y Z)\(Ik) < p'(E)+e
k=1 k=1

Hacemos O = U Ij,. Dado que O = EU (O — E) son disjuntos
k=1

p*(0) = p*(E) + p* (0 — E)
por lo tanto

W(0 - E) = w*(0) - u*(B) < S AI) — 1 (B) < e
k=1

b) Supongamos que p*(E) = oo. Si el conjunto R lo expresamos como unién numerable disjunta
de conjuntos abiertos I,

R =

(G

I,

n=1

Definimos F,, = F N I,. Claramente p*(F,) < co. Segun la primera parte, existe un abierto

0,, con
I, >0,DE,
tal que
1 (On — Ep) < 2%
Definimos -
0=|]J0n
n=1

O es un abierto que satisface
EcO, y O-E=JOn—JE.c |J(On-E)
n=1 n=1 n=1

esto nos da
€

O-E)<S 1 (0n—E) <Y = =
1 ( )_;M( ) ;2”
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2. (b = ¢
1 1
Dado € = — hay un abierto G,, D E con u* (G, — E) < —. Definimos
n n

G:ﬁan

n=1

entonces G es un G tal que
1
GDE y u%G—EDguWGn—E)<E VneN

tomando n — oo
p(G—E)=0

3. (¢ = a)
Escribimos F = G — (G — E) ya que p*(G — E) = 0 entonces G — E es medible.
Como G5 es la interseccion de conjuntos abiertos entonces G es medible.
La diferencia G — (G — E) es medible y por tanto E es medible.

4. (a = d)
El conjunto E°¢ es medible y por (b) hay un abierto O D E° tal que

p(O—E°)<e
pero O — E¢ = E — O¢. Definimos F' = O°¢ y entonces F es cerrado que satisface

FCE, p"(E-F)=p"(E-0°)=p"(0O—-E°)<e

5. (d = e)
1
Dada e = —, hay un cerrado F;, C E tal que
n

1
(E-F,) < —
w( )<
Definimos -
F= U F,
n=1

entonces I’ € F,, tal que
1
FCE, vy M*(E—F)SM*(E—Fn)<; vn € N

haciendo n — oo
(B~ F) =0

6. (e = a)
Escribimos F'U (E — F) = E. Como F, es unién numerable de conjuntos cerrados entonces F es
medible. Ademaés el conjunto E — F' tiene medida cero por tanto es medible y la unién de medibles
es medible por tanto E es medible
O
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