
Unidad 1 Medida de Lebesgue en Rn Medida de Lebesgue

La integral de Lebesgue

Ejemplo Sea E un conjunto medible de R. La funcion ϕ : E → R se dice que es una función simple, si
existe, una clase disjunta �nita {Ei}ni=1 de conjuntos medibles con

E =

n⋃
i=1

Ei, con Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j

y un conjunto �nito {αi} de números reales tal que ϕ(x) = αi si x ∈ Ei con i = 1, ..., n la cual esta
de�nida

ϕ(x) =

n∑
i=1

αiχEi
(x)

donde χEi es la función característica del conjunto medible Ei. Es claro que los conjuntos Ei =
E(ϕ(x) = αi) forman una partición del conjunto E, y por la propiedad de linealidad de las funciones
medibles, las funciones simples son medibles

De�nición 1. Sea ϕ : R→ R una función simple no negativa dada por

ϕ(x) =

n∑
i=1

αiχAi
(x)

donde Ai = {x ∈ R | ϕ(x) = αi}. De�nimos la integral de Lebesgue de ϕ en R como∫
ϕ =

∫
ϕ(x) dx =

∫
R
ϕ(x) dx =

n∑
i=1

αiµ
∗(Ai)

Si E es un conjunto medible, de�nimos la integral de Lebesgue de ϕ en E como∫
E

ϕ =

∫
E

ϕ(x) dx =

n∑
i=1

αiµ
∗(Ai ∩ E)

Lema 1. Sean
m∑
j=1

yjχAj
(x) y

n∑
k=1

zkχBk
(x)

dos representaciones de la misma función ϕ. Entonces

m∑
j=1

yjµ
∗(Aj) =

n∑
k=1

zkµ
∗(Bk)
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Demostración. Ya que
A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Am = E = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn

tenemos

Aj =

n⋃
k=1

(Aj ∪Bk) y Bk =

m⋃
j=1

(Bk ∪Aj)

usando la aditividad de µ∗ vemos que

m∑
j=1

yjµ
∗(Aj) =

m∑
j=1

yj

n∑
k=1

µ∗(Aj ∪Bk) =

m∑
j=1

n∑
k=1

yjµ
∗(Aj ∪Bk) (1)

ya que todas las yj son positivas, las sumas anteriores siempre existen en [0,∞]. Similarmente

n∑
k=1

zkµ
∗(Bk) =

n∑
k=0

zk

m∑
j=1

µ∗(Aj ∪Bk) =

n∑
k=1

m∑
j=1

zkµ
∗(Aj ∪Bk) (2)

Pero yj = zk siempre que para Aj ∩Bk 6= ∅, mientras que para Aj ∩Bk = ∅ tenemos

µ∗(Aj ∪Bk) = µ∗(∅) = 0

Por tanto
yjµ

∗((Aj ∪Bk) = zkµ
∗(Aj ∪Bk) ∀ (j, k)

y por lo tanto (1) y (2) tienen el mismo valor

Teorema 1. Sean ϕ, ψ dos funciones simples no negativas y sea α ≥ 0. Entonces

a)
∫
αϕ = α

∫
ϕ

b)
∫
ϕ ≥ 0

Demostración. Sean

ϕ(x) =

n∑
i=1

αiχAi y ψ(x) =

n∑
i=1

αiχAi

a) Ya que

αϕ(x) = α

n∑
i=1

αiχAi

tenemos que ∫
αϕ(x) =

n∑
i=1

ααiµ
∗(Ai) = α

n∑
i=1

αiµ
∗(Ai) = α

∫
ϕ

b) Ya que ϕ es no negativa, tenemos que αi ≥ 0 para cada i, por tanto∫
ϕ =

n∑
i=1

αiµ
∗(Ai) ≥ 0
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