Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

La integral de Lebesgue

Ejemplo Sea E un conjunto medible de R. La funcion ¢ : F — R se dice que es una funcién simple, si
existe, una clase disjunta finita {E;}?_; de conjuntos medibles con

E=|JE;, con ENE;=0 sii#j

i=1

y un conjunto finito {c;} de nameros reales tal que p(z) = a; si z € E; con i = 1,...,n la cual esta

definida N
v) = aixs(z)
=1

donde xpg, es la funcién caracteristica del conjunto medible E;. Es claro que los conjuntos E; =
E(p(x) = ;) forman una particion del conjunto E, y por la propiedad de linealidad de las funciones
medibles, las funciones simples son medibles

Definicién 1. Sea ¢ : R — R una funcion simple no negativa dada por
Y e s)
i=1
donde A; = {z € R | ¢(z) = a;}. Definimos la integral de Lebesgue de ¢ en R como

/ / ) dz = /R p(x) do = iaiﬂ*(Az

Si E es un conjunto medible, definimos la integral de Lebesgue de ¢ en E como

/ / dx—Zozl,u (A;NE)

i=1

Yj

u(A)

Lema 1. Sean
m n
D> uixa @)y D zxs (@)
=1 k=1

dos representaciones de la misma funcion ¢. Entonces

Zy]u szﬂ (By)
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Demostracion. Ya que

tenemos

U UBk Y Bk:U(BkUAj)
k=1 j=1

usando la aditividad de p* vemos que

3

n n

Syt (A) =Dy > p(A;UBY) = > > yint(A;UB) (1)
j=1

j=1 k=1 Jj=1k=1

ya que todas las y; son positivas, las sumas anteriores siempre existen en [0, co]. Similarmente

n

szu Bk :szzp, A UBk Zzzkﬂ*(AjUBk) (2)
k=0  j=1

k=1 k=1 j=1
Pero y; = z;, siempre que para A; N By, # (), mientras que para A; N By, = () tenemos
W (A7 U By) = u*(0) = 0

Por tanto
Y ((Aj U By) = zpp™(A; U By) Y (4,k)

y por lo tanto (1) y (2) tienen el mismo valor O
Teorema 1. Sean ¢, 1 dos funciones simples no negativas y sea o > 0. Entonces

a) fap=af¢

b) [¢=0

Demostracion. Sean . .
x) = ZaiXAi y ¥(z)= ZaiXAi
i=1 i=1
a) Ya que
n
)=« Z QX A;
i=1
tenemos que

/ Zaalu —aZaz,u /<p

b) Ya que ¢ es no negativa, tenemos que «; > 0 para cada i, por tanto

/<P = Z aip*(A
i=1
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