
Unidad 1 Medida de Lebesgue en Rn Medida de Lebesgue

Propiedades de la integral de Lebesgue

Teorema 1. Sean varphi ψ dos funciones simples no negativas y sea α ≥ 0. Entonces

a)

∫
αϕ = α

∫
ϕ

b)

∫
ϕ ≥ 0

c)

∫
ϕ+ ψ =

∫
ϕ+

∫
ψ

d)

∫
⋃∞

j=1

ϕ =

∞∑
j=1

∫
Ej

ϕ

e) Sean ϕ, ψ dos funciones simplea no negativas. Si ϕ ≤ ψ entonces∫
ϕ ≤

∫
ψ

Demostración. Sean

ϕ(x) =

n∑
i=1

αiχAi y ψ(x) =

n∑
i=1

αiχAi

a) Ya que

αϕ(x) = α

n∑
i=1

αiχAi

tenemos que ∫
αϕ(x) =

n∑
i=1

ααiµ
∗(Ai) = α

n∑
i=1

αiµ
∗(Ai) = α

∫
ϕ

b) Ya que ϕ es no negativa, tenemos que αi ≥ 0 para cada i, por tanto∫
ϕ =

n∑
i=1

αiµ
∗(Ai) ≥ 0

c) Tenemos el conjunto Eij = Ai ∩Bj y S = {(i, j)} para 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m. Entonces

ϕ(x) =
∑

(i,j)∈S

aiχEij (x) y ψ(x) =
∑

(i,j)∈S

bjχEij (x)

por lo que ∫
(ϕ+ ψ) =

∑
(i,j)∈S

(ai + bj)µ
∗(Eij)

=
∑

(i,j)∈S

aiµ
∗(Eij)+ =

∑
(i,j)∈S

bjµ
∗(Eij)

=

∫
ϕ+

∫
ψ
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d) Tenemos que

∫
⋃∞

j=1

ϕ =

n∑
i

aiµ
∗

Ai ∩
∞⋃
j=1

Ej


=

n∑
i

ai

∞∑
j

µ∗(Ai ∩ Ej)

=

∞∑
j

n∑
i

aiµ
∗(Ai ∩ Ej)

=

∞∑
j

∫
Ej

ϕ

e) Tenemos que ψ = ϕ+ ψ − ϕ donde ψ − ϕ es no negativa entonces∫
ψ =

∫
ψ +

∫
ψ − ϕ ≥

∫
ϕ

La integral de Lebesgue de funciones medibles no negativas

De�nición 1. Sea E un conjunto medible en R y sea f : E → R una funcion medible no negativa.
De�nimos la integral de Lebesgue de f en E como∫

E

f =

∫
E

f(x) dx = sup

{∫
E

ϕ | 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ es simple

}

Si la integral

∫
E

f es �nita, decimos que f es Lebesgue integralble en E.

Si A es un subconjunto medible de E, de�nimos∫
A

f =

∫
A

f(x) dx =

∫
A

χA(x)f(x) dx

Teorema 2. Sea E un conjunto medible, y sean f, g : E → R funciones medibles no negativas, entonces

a) Si f ≤ g, entonces
∫
E

f ≤
∫
E

g

b) si f ≥ 0, entonces

∫
E

f ≥ 0

c) Si α ≥ 0, entonces

∫
E

αf = α

∫
E

f
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Demostración. a) Tenemos que∫
E

f =

∫
E

f(x) dx = sup

{∫
E

ϕ | 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ es simple

}
por lo que si f ≤ g debemos obtener{∫

E

ϕ | 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ es simple

}
⊆
{∫

E

ϕ | 0 ≤ ϕ ≤ g, ϕ es simple

}
por lo tanto ∫

E

f ≤
∫
E

g

b) Se sigue del inciso anterior

c) Si α = 0, entonces por nuestra convención 0 · ∞ = 0, tenemos∫
E

αf =

∫
E

0 dx = 0 = α

∫
E

f

Si α > 0, vemos que si ϕ es una función simple que satisface 0 ≤ ϕ ≤ f , entonces αϕ es una función

simple y 0 ≤ αϕ ≤ αf .Si ψ es una función simple que satisface 0 ≤ ψ ≤ αf , entonces
1

α
(ψ) es una

función simple y 0 ≤ 1

α
ψ ≤ f . Así

∫
E

αf = sup

{∫
E

ψ | 0 ≤ ψ ≤ αf, ψ es simple

}
= sup

{∫
E

α

(
1

α
ψ

)
| 0 ≤ 1

α
ψ ≤ f, 1

α
ψ es simple

}
= sup

{∫
E

αϕ | 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ es simple

}
= α sup

{∫
E

ϕ | 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ es simple

}
= α

∫
E

f
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