Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

La integral de Lebesgue de funciones medibles no negativas (continuacion)

n
Definicién 1. Sea ¢ : E — R una funcion simple no negativa y g CLXE, Su representacion canonica.
k=1

Entonces, su integral es:

/ESDZ/E (kilckXEk> ’ickﬂ*(fjk)

Sea f una funcién no negativa y medible, supongamos que ¢ : E — R es una funcién simple. Si0 < ¢ < f,

por la propiedad de monotonia, buscamos que se satisfaga p < / f. Por consiguiente, la definicion
E E

sup{/Eg0|0§<p§f}§/Ef

Definicién 2. Si f es una funcidon medible no negativa definida en un conjunto E de R, definimos su

integral como
/f—sup{/ p|0<p<f pes simple}
E E

Og/fgoo, f medible, f >0
E

de / f deberé satisfacer
E

esto sugiere la siguiente definicion

Observemos que

Notacion: Para f medible no negativa, en ocasiones usaremos la notacién

Ifz{/90|0§90§f7%0€53impl€}
E

Lema 1. Sea f una funcion medible no negativa definida en un conjunto E de R. Si f es simple, entonces
la definicion 1 coincide con la definicion 2

Demostracion. Debemos establecer que / f =supl;. Para esto, como / f € Iy, basta mostrar que si
E E

p es simple y 0 < ¢ < f, entonces se cumple / p < / f-
E E

Sea pues ¢ una funcién simple tal que 0 < ¢ < f. Expresemos ¢, f mediante sus correspondientes

representaciones candnicas
n 4
v = E CkXEy, [= E dixB;
k=1 j=1

Tenemos que

¢=> axens, = diXe.ns,
Jik

gk
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Si Ex, N B;j # 0, al elegir « € Ej, N B, resulta

por lo que

/(p: E " Ey N By < E dju*EkﬂBj:/ f
E , ; E
g,k 7.k

O
Proposiciéon 1. Sea ¢ una funcion simple, no negativa. Defnimos
pip(E) = / e dp
E
entonces i, es una medida
n
Demostracion. Sea ¢ = Z a;XE, la representacién canénica de ¢. Tenemos que
j=1
n n
ne(E) Y aju(ENE)) = ajup,(E)
j=1 j=1
0 sea fi, es una combinacién lineal no negativa de medidas y es por tanto una medida. O

Proposicion 2. Sea {f,} una sucesion de funciones medibles definidas en un conjunto medible E C R.
Si {fn} converge a f en E, entonces f es medible en E.

Demostracion. Si lim f, = f tenemos que
n—oo
f= lim f, = lim sup f,, = lim inf f,
n—00 n—00 n—ro0
estos ultimos son medibles. Por lo tanto f es medible. O

Lema 2. Desigualdad de Chevishev.
Sea f medible, f > 0. Si ¢ > 0, entonces

p(leeB e f@))<y [ f

Demostracion. Hagamos A = {x € E | ¢ < f(z)}. Como 0 < f, resulta 0 < e¢xa < f. Siendo ¢y 4 una

funcién simple, esto implica
)= [ eas |
E E
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Teorema 1. Teorema de convergencia mondtona.
Sea E un conjunto medible de R y sea { f,,} una sucesion no decreciente de funciones no negativas medibles
definidas en E. Si f(x) = lm f,(z) para todo x € E, entonces

n—oo

Demostracion. Ya que cada f, es no negativa y medible en E; la funcién de limite f es también no
o0

negativa y medible en E. ya que 0 < f,, < f,4+1 < f resulta que {/ fn} es una sucesion monotona
E n=1
no decreciente y

i [ fo < / f

Para probar la desigualdad inversa, fijamos 0 < a < 1 y sea ¢ una funciéon simple con 0 < ¢ < f.
Definimos

E,={z € E| fu(z) > ap(z)}

Ya que f,(x) crece hacia f(x) puntualmente, resulta que E,, C E, 11 para todon y

E= E,

(@

n=1

/EfnZ/EnfnZa/Enw

como ¢(F) = / ¢ define una medida, tenemos
E

asi

a/ap:alim p < lim fn
E E

n—oo En n—oo
ahora tomando o« — 1 obtenemos
lim fn > / ")

Esto es cierto para todas las funciones simples no negativas ¢ que satisfacen ¢ < f y entonces

lfm fnzsup{/wloéwéﬂsoessimple}=/f
E E E

n—r oo

con lo anterior tenemos

lim fn:/ f
n—oo [p E
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