Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

Propiedades de la integral de Lebesgue de funciones medibles no negativas (continuacion)

Lema 1. Lema de Fatou. Suponga que E es un conjunto medible en R y f, : E — R es una sucesion de
funciones medibles no negativas para todo n. Entonces

/ lim inf f, < lim inf f,
E"L—?OO n—oo E

Demostracion. Definimos h,, = égf frx(z) tal que h,, es no negativa y medible y {h,} es no decreciente
>n

con

lim inf f, = lim h,
n— oo n—oo

Por el teorema de convergencia mondtona

/ lim fnf f, = lim [ hy,
E

n—oo n—oo E

Dado que h,, < f, para todo n y para todo = € F, se sigue

lim h, = lim fnf/ h, < lim fnf/ fn
y obtenemos

/ lim inf f, < lim inf/ fn
EN*)OO n—oo E

Teorema 1. Si f y g son no negativas y medibles definidas en un conjunto medible E C R entonces

/Ef+g:/Ef+/Eg

Demostracion. Sean {¢;}, {1;} sucesiones de funciones simples tales que

lim i(z) = f(a), lim 4i(z) = g(x)

n—oo n— oo

/ESDHN/%:/E%‘F/E%

dado que 0 < p; +1; y {@i+1;} converge a f+ g, usando el teorema de convergencia monétona, tenemos

/Ef+g=/Ef+/Eg

Y x € F tenemos
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Teorema 2. Sea E un conjunto medible en R y sea {f,,} una sucesion de funciones no negativas medibles,

definidas en E. Entonces
Sa|-3 [0
/E n=1 n=1 E

Demostracion. Aplicando resultados anteriores inductivamente

I

N
cada f,, es no negativa y medible, si hacemos Sy = Z fn se tiene
n=1
i, S = Z I
n=

Aplicando el teorema de convergencia mondtona

J; lilf"] =% /g lifn] = lm Z/ Ju = Z/ fa

O

Teorema 3. Sea f una funcion no negativa y medible en R. Denotamos M la familia de conjuntos
medibles en R. Entonces el mapeo ® : M — R definido por

n- 1

Demostracion. Tenemos que existe una sucesion de funciones simples no negativas {¢;} tal que ¢ — f.
Por el teorema de convergencia mondtona

lim cpn:/ f

Supongamos ahora que {E;} es una coleccion numerable de conjuntos medibles disjuntos dos a dos y

con E C M es numerablemente aditivo

E=JE
i=1
Tenemos que
Jr=tim o= tim [ = im [Z/ @n]
U, B
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Dado que { / gon} es una sucesiéon doblemente indexada no negativa de términos, tal que
E.

/@ng/ Pn+1
E; E;

tenemos

o0 o0 o0

Jm, (Z /. %) =3 (Jam [ o) =2 [ s

i=1 ‘ i=1 g =1 K

consecuentemente -
[i= [ =%
E U®, B =17 Ei
i=1 "1

O

Teorema 4. Sea E un conjunto medible en R y sea f una funcion medible, no negativa definida en E.
Entonces

/f:O st y solo si f=0, ctpenFE
E

n

Demostracion. Supongamos que ¢(x) = Z a;x 4, es una funcion simple. Si p(z) =0 c.t.pen Ey a; >0
i=1

entonces u*(A; N E) =0y por tanto

n
/ o= Zai,u*(Ai NE)=0
E i=1
Sea {p;} una sucesion de funciones simples que tienden a f para todo « € E Si f = 0 c.t.p. en E, entonces

0 < pi(®) < piya(z) < f(w)

se tien que ¢; = 0 c.t.p. en E para toda i. Por lo tanto

f:/ lim ¢; =0
/; En—}oo

Ahora supongamos que / f = 0. Definimos
E

1
Ak:{(EEE|f(£L')>k}
Asi que

A={zecE| f(z)>0} =] A&
k=1

Si p*(A) > 0, entonces p*(Ag) > 0 para alguna k y obtenemos

/EfZ/Aku;u*(Ak)>0

la contradiccién muestra que p*(A) = 0. Por lo tanto f =0 c.t.p. en E O
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