
Unidad 1 Medida de Lebesgue en Rn Medida de Lebesgue

Lema 1. Sea ϕ : E → R una función simple no negativa. Si ϕ = 0 c.t.p. en E entonces∫
E

ϕ = 0

Demostración. Sea A = {x ∈ E | ϕ 6= 0}. Por hipótesis µ∗(A) = 0.
Si

ϕ(x) =

n∑
k=1

akχEk

y consideramos
I = {k | ak > 0}

a) Si I = ∅ entonces
∫
E

ϕ = 0

b) Si I 6= ∅ se tiene que µ∗(Ek) = 0 cuando k ∈ I por lo tanto∫
E

ϕ =

n∑
k=1

akµ
∗(Ek) = 0

Teorema 1. Sea E un conjunto medible en R y sea f una función medible, no negativa de�nida en E.

Entonces ∫
E

f = 0 si y solo si f = 0, c.t.p.en E

Demostración. Supongamos que ϕ(x) =

n∑
i=1

aiχAi
es una función simple. Si ϕ(x) = 0 c.t.p en E y ai > 0

entonces µ∗(Ai ∩ E) = 0 y por tanto ∫
E

ϕ =

n∑
i=1

aiµ
∗(Ai ∩ E) = 0

Sea {ϕi} una sucesión de funciones simples que tienden a f para todo x ∈ E Si f = 0 c.t.p. en E, entonces

0 ≤ ϕi(x) ≤ ϕi+1(x) ≤ f(x)

se tien que ϕi = 0 c.t.p. en E para toda i. Por lo tanto∫
E

f =

∫
E

ĺım
n→∞

ϕi = 0

Ahora supongamos que

∫
E

f = 0. De�nimos

Ak =

{
x ∈ E | f(x) >

1

k

}
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Así que

A = {x ∈ E | f(x) > 0} =

∞⋃
k=1

Ak

Si µ∗(A) > 0, entonces µ∗(Ak) > 0 para alguna k y obtenemos∫
E

f ≥
∫
Ak

f ≥ 1

k
µ∗(Ak) > 0

la contradicción muestra que µ∗(A) = 0. Por lo tanto f = 0 c.t.p. en E

La integral de Lebesgue de funciones medibles

De�nición 1. Dada una función f : [a, b]→ R se de�nen las funciones

f+(x) =

{
f(x) si f(x) ≥ 0

0 si f(x) < 0
, f−(x) =

{
0 si f(x) ≥ 0

−f(x) si f(x) < 0

geométricamente

Sea A un conjunto arbitrario y f : A→ R. Una manera de representar una función f es haciendo f = g−h
siendo g, h : A→ R funciones no negativas, es decir considerar g = f+ y h = f−.

De�nición 2. Sea E un conjunto medible en R y sea f una función medible en E. decimos que f tiene

una integral de lebesgue sobre E si al menos uno de las integrales∫
E

f+,

∫
E

f−

es �nita. En ese caso de�nimos la integral de Lebesgue de f en E∫
E

f =

∫
E

f+ −
∫
E

f−

decimos que f es lebesgue integrable en E si la integral de lebesgue de f en E existe y es �nita
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