Unidad 2 Integral de Lebesgue en R” Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue de funciones medibles

Definiciéon 1. Dada una funcion f : [a,b] — R se definen las funciones

(@) s f@20 {0 s @30
f+(x)_{ 0 si fly<or 7 (m)_{—f(x) si f(2) <0

y
/\ y=fx)

SN b

/\y\ y =f.(x)

geométricamente

- X

a : b
VN x
a b

Sea A un conjunto arbitrarioy f: A — R. Una manera de representar una funcion f es haciendo f = g—h
siendo g, h : A — R funciones no negativas, es decir considerar g = f* y h = f~.

Definicién 2. Sea F un conjunto medible en R y sea f una funcion medible en E. decimos que f tiene
una integral de lebesgue sobre E si al menos uno de las integrales

Jor

es finita. En ese caso definimos la integral de Lebesque de f en E

=)0

decimos que f es lebesgue integrable en E si la integral de lebesque de f en E existe y es finita
Teorema 1. Sea E un conjunto medible en R y f una funcion Lebesque integrable en E. Entonces

a) para todo o > 0, el conjunto
Eo={te E[[f(t)] >a}

tiene medida finita

b) f toma valores finitos en casi todas partes en E
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Demostracion. a) Dado que f es Lebesgue integrable en E, entonces f* y f~ son Lebesgue integrables
en E. Fijamos un « > 0. Entonces

Ey,={teE|fft)>a}U{teE|f (t)>a}=FEs UE,

Ahora bien
/ fr> / fH>ap*(Ey) >0
E E_+
f- z/ == ap (Ey-) >0
E E__
Entonces .
pE <3 [ 1t <o
o JE
* 1 —
pE <[5 <
& JE
de donde

1 (Ea) < p*(Eor) + 1" (Eq-) < 00
b) Ahora bien, para todo a > 0, tenemos
{te B| fHt)=oc} C {te B | f+(t) > a}

esto impkica, para toda a > 0,

e O =) <t B >an < [t

haciendo o — oo se tiene
pw{teB|fH(t)=00})=0
De manera analoga obtenemos que
p{te B f(t)=00})=0
Dado que |f(t)] = f+ + f~ se sigue que
w{teE|[ft)=o00})=p({teE| f(t)=c0}) +p ({t€ E|f(t)=00})=0

por lo tanto f toma valores finitos c.t.p. en E.
O

Teorema 2. Sea E un conjunto medible en R y sea f : E — R una funcién medible. Entonces f es
Lebesgue integrableven E si y solo si |f| es Lebesgue integrable en E. Ademds en este caso se cumple la

desigualdad del tridngulo
i< [
E E
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Demostracion. Supongamos que f es Lebesgue integrable en E. Entonces ambas funciones f¥, f~ son
Lebesgue integrables en E. Segiin lo anterior |f| tiene medida finita en E. Dado que |f| = f* + f~ se

tiene
Lini=[ e[ <s

y por lo tanto |f| es Lebesgue integrable en E.
Por otro lado si |f| es Lebesgue integrable en E, tenemos que / |f| < oo. Dado que f* < |fly f~ <|f]
E

/Ef+s/E|f|, y /Ef+§/E\f|

esto muestra que ambas integrales / fty / f~ son finitas y como f = f+ — f~, tenemos
E E

Jo = Jo <o

y por lo tanto f es Lebesgue integrable en E. Finalmente

/Ef‘: /Ef*—/Ef‘S/Ef*ﬂL/Ef=[Ef++f=/E|f|

se sigue
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