Unidad 2 Integral de Lebesgue en R” Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue de funciones medibles (continuacion)

Teorema 1. Sea E un conjunto medible en R y sea f : E — R una funcién medible. Si f =0 c.t.p. en

E, entonces f es Lebesgque integrable en E y / f=0
E

Demostracion. Dado que 0 = f = fT = f~ c.t.p. en E, se sigue

e
oo

Ejemplo El regreso del resultado anterior no siempre es cierto, consideremos la funciéon f: [-1,1] - R
definida por

y entonces

O

G st z#0
f(x):{|0| st x=0

- = 1+1=0
/[171] d /[1’0] I (0,1] d i
pero f #0 c.t.p. en [-1,1] y p*([-1,1]) # 0

Entonces

Teorema 2. Suponga que f es Lebesgue integrable en un conjunto E de R si / f=0Y ACE, entonces
A
f=0ctp. en E.

Demostracion. Definimos

Apr =ANn{z € E| f(z) >0}, Ag- =An{z € E| f(z) <0}

/Aﬁz/%f y /Af=/AOf
ff=0 y fm=0
/. /.

para todo subconjunto medible A C E.

entonces

Asi que

Definimos 1
Ap+ = {(E eFE ‘ f+($) > k‘}
entonces 1
0= 2 %M*(Ak-%—)
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por lo que p*(Ax+) = 0. Dado que
Apr ={z € E| fT(z) >0} = | Ay

se tiene

p(Ag) = ({z € B | f*(x)>0}) < Z (Ajs) =
esto muestra que f =0 c.t.p. en E.
Anéalogamente definimos

entonces

por lo que p*(A4;-) = 0. Dado que
Ap-={zeE| [ (z)>0} = UAk*

se tiene

pA-)=p{zeE|f(x)>0}) < Zu (Ag-)

esto muestra que f~ =0 ct.p.en E. Porlo tanto f = f* — f~ =0c.t.p.en E O

Teorema 3. Sea E un conjunto medible en R y sea f,g: E — R una funciones medibles.
Si|f| < g ctp. en Ey g es Lebesque integrable en E. Entonces [ es lebesgue integrable en E

Demostracion. Definimos

A={z e E||f(x) > g(z)}

Jini= [ =

Dado que |f| y g son no negativas y medibles, tenemos que

[EUI:/E\Af|+/A|f|:[E\AUISQZ[E\AQJF/AQZ/EQ

Dado que g es Lebesgue integrable en E también lo es |f| y por lo tanto f serd también Lesbesgue
integrable. O

Se tiene que p*(A) = 0 por tanto
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