Unidad 2 Integral de Lebesgue en R” Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue de funciones medibles (continuacion 2)

Teorema 1. Sea E un conjunto medible en R y sea f : E — R una funcion Lebesgue integrable en E.
Entonces ¥V € >0 3 6 > 0 tal que
/ f’ <€
A

para todo subconjunto medible A C E con pu*(A) <6

Demostracion. Dado que f es Lebesgue integrable en E también lo es |f|. Definimos

fu(x) = min{[f ()], k}

asi que fr, >0y {fi} — |f|- Por el teorema de convergencia monétona

g [ 5= [ 1

€
fin-5<3

y elegimos § > 0 que satisfaga 0 < § < i Entonces para cada subconjunto medible A C E con p*(A) < 0

Jan<[an-n+ [ 5

<§+W(A)
€
<5 +ks

€ €
3 TR
€
2

Dado € > 0, elegimos k tal que

tenemos

<

+e
2
=€

ROE

Teorema 2. Sea E un conjunto medible en R y sea f,g: E — R una funciones medibles.
Si f es Lebesgue integrable en E y f = g c.t.p. en E, entonces g es Lebesgue integrable en E y

Ji7= s
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Demostracion. Notamos que fT = g+ c.t.p. en E y también f~ = g~ c.t.p. en E. Si consideramos

gt < fTy g~ < f~ obtenemos
/g+§/f+ y /g‘é/f‘
E E E E

intercambiando los roles de f*,g" y f~, g~ obtenemos

[refo v frefo
L=l v [l
[o= oo =L o=

Corolario 1. Suponga que E es un conjunto medible ne R y f,g,h: E — R son medibles. Si g < f < g
c.t.p. en E y si f,h son Lebesgue integrables en E, entonces f es Lebesque integrable en E.

se sigue entonces
por lo tanto

O

Teorema 3. Linealidad. Supongamos que las funciones f,g son Lebesque integrables en un conjunto
medible E. Entonces para toda o, 3 € R la funcion of + Bg es Lebesgue integrable en E y

/Eaf+5g:a/Ef+ﬁ[Eg

Demostracion. 1. Si a, 8 >0y f, g son no negativas en E. Entonces segiin lo probado anteriormente,
el resultado es cierto.

2. Si a <0, entonces (o f)T = —af~ y (o f)” = —afT tenemos entonces

Jat=[@n = [@pn
=—a/Ef—+a/Ef+

3. Sify gson no negativasy h = f — g, h* = f y h~ = g entonces h esta definida y es finita c.t.p.

en E, tenemos
Jotmo= = = f e
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Consecuentemente, para funciones f,g Lebesgue integrables

[Gra= [ =g =)

:/E(f++g+)—/E(f‘+g‘)
) o)

[+ [

O

Teorema 4. Teorema de convergencia dominada. Sea { f,} una sucesion de funciones medibles definidas
en un conjunto medible E C R. Suponga que {f,} converge puntualmente c.t.p. en E y que hay funciones
integrables de Lebesgue h y g tal que g(z) < f.(x) < h(x) para toda n y para toda x € E. Entonces f es

Lebesgue integrable en E y
f= lim fn
E

n—oo

Demostracion. Tenemos que por hipoétesis las funciones fn — gy h— f, para todo n, son no negativas

c.t.p. en E. Aplicando el Lema de Fatou

/h’minffn /g—/hmmf
E n—oo E n—oQ

9)

SMMé%—Q

n—oQ

= h'minf/ fn—
n—roo E

por tanto
/ liminf f,, < lim inf/ Ifn
E n—roo n—roo E
como lim f, = f c.t.p. en E, se sigue que
n—oo
liminf f,, = f ctp. en E
n—oo

y entonces

n—oo

e hmmf/ fa

aplicando el Lema de Fatou a h — fy, obtenemos

/h—/h’msupfn:/hmmf(h
E E n—oo n—00

<hm1nf/(h

n—oo

= / — lim sup
n—oo

X

fn)
fn)

| #

Anahs1s Matematico II

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
3



Unidad 2 Integral de Lebesgue en R"

Integral de Lebesgue

por tanto

/ limsup f,, > lim sup/ fn
E n—oo n—oo JE

como lim f, = f c.t.p. en E, se sigue que
n—oo

limsup f, =f ctp. en E

n— 00
y entonces
f > limsup / fn
E n— 00 E

Por tanto

h’msup/ mh | < liminf/ fn

n—oo JE E n—oo Jp
Consecuentemente

i [ fo = / f

O

Si la medida del conjunto E es finita, las funciones constantes son Lebesgue integrables sobre E. Obtenemos

Teorema 5. teorema de convergencia acotada. Sea {fn} una sucesion de funciones medibles en un
conjunto E de medida finita. Supongamos que existe un nimero M tal que |f,| < M para toda n y para

casi todo x € E. Si

lim f,(z)= f(z) ctp. enE

n— oo

entonces

/f: lim fn
E n— oo E
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