
Unidad 2 Integral de Lebesgue en Rn Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue de funciones medibles (continuación 2)

Teorema 1. Sea E un conjunto medible en R y sea f : E → R una función Lebesgue integrable en E.

Entonces ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 tal que ∣∣∣∣∫
A

f

∣∣∣∣ < ε

para todo subconjunto medible A ⊂ E con µ∗(A) < δ

Demostración. Dado que f es Lebesgue integrable en E también lo es |f |. De�nimos

fk(x) = mı́n{|f(x)|, k}

asi que fk ≥ 0 y {fk} → |f |. Por el teorema de convergencia monótona

ĺım
k→∞

∫
E

fk =

∫
E

|f |

Dado ε > 0, elegimos k tal que ∫
E

|f | − fk <
ε

2

y elegimos δ > 0 que satisfaga 0 < δ <
ε

2k
. Entonces para cada subconjunto medible A ⊂ E con µ∗(A) < δ

tenemos ∫
A

|f | ≤
∫
A

(|f | − fk) +

∫
A

fk

<
ε

2
+ kµ∗(A)

<
ε

2
+ kδ

<
ε

2
+ k

ε

2k

=
ε

2
+
ε

2
= ε

por lo tanto ∣∣∣∣∫
A

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
A

|f | < ε

Teorema 2. Sea E un conjunto medible en R y sea f, g : E → R una funciones medibles.

Si f es Lebesgue integrable en E y f = g c.t.p. en E, entonces g es Lebesgue integrable en E y∫
E

f =

∫
E

g
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Demostración. Notamos que f+ = g+ c.t.p. en E y también f− = g− c.t.p. en E. Si consideramos
g+ ≤ f+ y g− ≤ f− obtenemos ∫

E

g+ ≤
∫
E

f+ y

∫
E

g− ≤
∫
E

f−

intercambiando los roles de f+, g+ y f−, g− obtenemos∫
E

f+ ≤
∫
E

g+ y

∫
E

f− ≤
∫
E

g−

se sigue entonces ∫
E

f+ =

∫
E

g+ y

∫
E

f− =

∫
E

g−

por lo tanto ∫
E

g =

∫
E

g+ −
∫
E

g− =

∫
E

f+ −
∫
E

f− =

∫
E

f

Corolario 1. Suponga que E es un conjunto medible ne R y f, g, h : E → R son medibles. Si g ≤ f ≤ g
c.t.p. en E y si f, h son Lebesgue integrables en E, entonces f es Lebesgue integrable en E.

Teorema 3. Linealidad. Supongamos que las funciones f, g son Lebesgue integrables en un conjunto

medible E. Entonces para toda α, β ∈ R la función αf + βg es Lebesgue integrable en E y∫
E

αf + βg = α

∫
E

f + β

∫
E

g

Demostración. 1. Si α, β ≥ 0 y f, g son no negativas en E. Entonces según lo probado anteriormente,
el resultado es cierto.

2. Si α < 0, entonces (α f)+ = −αf− y (α f)− = −αf+ tenemos entonces∫
E

α f =

∫
E

(α f)+ −
∫
E

(α f)−

= −α
∫
E

f− + α

∫
E

f+

= α

(∫
E

f+ −
∫
E

f−
)

= α

∫
E

f

3. Si f y g son no negativas y h = f − g, h+ = f y h− = g entonces h esta de�nida y es �nita c.t.p.
en E, tenemos ∫

E

f − g =

∫
E

h =

∫
E

h+ −
∫
E

h− =

∫
E

f −
∫
E

g
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Consecuentemente, para funciones f,g Lebesgue integrables∫
E

(f + g) =

∫
E

(f+ − f− + g+ − g−)

=

∫
E

(f+ + g+)−
∫
E

(f− + g−)

=

(∫
E

f+ −
∫
E

f−
)

+

(∫
E

g+ −
∫
E

g−
)

=

∫
E

f +

∫
E

g

Teorema 4. Teorema de convergencia dominada. Sea {fn} una sucesión de funciones medibles de�nidas

en un conjunto medible E ⊂ R. Suponga que {fn} converge puntualmente c.t.p. en E y que hay funciones

integrables de Lebesgue h y g tal que g(x) ≤ fn(x) ≤ h(x) para toda n y para toda x ∈ E. Entonces f es

Lebesgue integrable en E y ∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn

Demostración. Tenemos que por hipótesis las funciones fn − g y h − fn para todo n, son no negativas
c.t.p. en E. Aplicando el Lema de Fatou∫

E

ĺım inf
n→∞

fn −
∫
E

g =

∫
E

ĺım inf
n→∞

(fn − g)

≤ ĺım inf
n→∞

∫
E

(fn − g)

= ĺım inf
n→∞

∫
E

fn −
∫
E

g

por tanto ∫
E

ĺım inf
n→∞

fn ≤ ĺım inf
n→∞

∫
E

fn

como ĺım
n→∞

fn = f c.t.p. en E, se sigue que

ĺım inf
n→∞

fn = f c.t.p. en E

y entonces ∫
E

f ≤ ĺım inf
n→∞

∫
E

fn

aplicando el Lema de Fatou a h− fn, obtenemos∫
E

h−
∫
E

ĺım sup
n→∞

fn =

∫
E

ĺım inf
n→∞

(h− fn)

≤ ĺım inf
n→∞

∫
E

(h− fn)

=

∫
E

h− ĺım sup
n→∞

∫
E

fn
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por tanto ∫
E

ĺım sup
n→∞

fn ≥ ĺım sup
n→∞

∫
E

fn

como ĺım
n→∞

fn = f c.t.p. en E, se sigue que

ĺım sup
n→∞

fn = f c.t.p. en E

y entonces ∫
E

f ≥ ĺım sup
n→∞

∫
E

fn

Por tanto

ĺım sup
n→∞

∫
E

fn ≤
∫
E

f ≤ ĺım inf
n→∞

∫
E

fn

Consecuentemente

ĺım
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f

Si la medida del conjunto E es �nita, las funciones constantes son Lebesgue integrables sobre E. Obtenemos

Teorema 5. teorema de convergencia acotada. Sea {fn} una sucesión de funciones medibles en un

conjunto E de medida �nita. Supongamos que existe un número M tal que |fn| ≤ M para toda n y para

casi todo x ∈ E. Si

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) c.t.p. en E

entonces ∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn
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