
Unidad 2 Integral de Lebesgue en Rn Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue de funciones medibles (continuación 3)

Teorema 1. Teorema de convergencia dominada. Sea {fn} una sucesión de funciones medibles de�nidas

en un conjunto medible E ⊂ R. Suponga que {fn} converge puntualmente c.t.p. en E y que hay funciones

integrables de Lebesgue h y g tal que g(x) ≤ fn(x) ≤ h(x) para toda n y para toda x ∈ E. Entonces f es

Lebesgue integrable en E y ∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn

Si la medida del conjunto E es �nita, las funciones constantes son Lebesgue integrables sobre E. Obtenemos

Teorema 2. teorema de convergencia acotada. Sea {fn} una sucesión de funciones medibles en un

conjunto E de medida �nita. Supongamos que existe un número M tal que |fn| ≤ M para toda n y para

casi todo x ∈ E. Si

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) c.t.p. en E

entonces ∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn

Corolario 1. Sea {fn} una sucesión de funciones Lebesgue integrables. Si fn+1 ≥ fn, entonces la integral

de ĺım
n→∞

fn existe y ∫
E

ĺım
n→∞

fn = ĺım
n→∞

fn

∫
E

fn

Demostración. Hagamos f = ĺım
n→∞

fn.

Tenemos que
f+ = ĺım

n→∞
f+n , f− = ĺım

n→∞
f−n

como fn+1 ≥ fn resulta que
f+n+1 ≥ f+n , f−n+1 ≤ f−n

Aplicando el teorema de convergencia monótona∫
E

f+ = ĺım
n→∞

∫
E

f+n

A partir de f−1 ≥ f−n y de que f1 es Lebesgue integrable, aplicando el teorema de convergencia dominada∫
E

f− = ĺım
n→∞

∫
E

f−n ≤
∫
E

f−1 <∞

Según lo anterior

∫
E

f existe y

∫
E

ĺım
n→∞

fn =

∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

f+n − ĺım
n→∞

∫
E

f−n = ĺım
n→∞

∫
E

f+n − f−n = ĺım
n→∞

∫
E

fn
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En particular si

{∫
E

fn

}
es acotada entonces ĺım

n→∞
fn es Lebesgue integrable.

si

{∫
E

fn

}
es acotada entonces ∣∣∣∣∫

E

fn

∣∣∣∣ ≤M ⇒
∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ <∞
Por lo tanto f es Lebesgue integrable

Relación integral de Riemann con integral de Lebesgue

Teorema 3. Si f : [a, b]→ R es Riemann integrable en [a, b], entonces f es Lebesgue integrable en [a, b] y

(R)

∫ b

a

f = (L)

∫ b

a

f

Demostración. Sea {Qi} una sucesión de particiones de [a, b] tal que

a) ĺım
j→∞

‖Qj‖ = 0

b) ĺım
j→∞

L(f,Qj) =

∫ b

a

f

c) ĺım
j→∞

U(f,Qj) =

∫ b

a

f

De�nimos la sucesión {Pk} de particiones Pk =

k⋃
j=i

Qj , para cada k = 1, 2, ....

Entonces {Pk} es una sucesión tal que Pk ⊆ Pk+1 y satisface (a), (b) (c). Fijamos k y sea

Pk = a = x0 < x1 < · · · < xn = b

Dado que por hipótesis f es Riemann integrable en [a, b] por tanto f es acotada en [a, b]. Sean

mi = ı́nf{f(x) | xi−1 ≤ x ≤ xi}

Mi = sup{f(x) | xi−1 ≤ x ≤ xi}

Escribimos Ii = [xi−1, xi) y Ii = [xi−1, xi]. De�nimos dos funciones simples ϕk y ψk

ϕk(x) =

n−1∑
i=1

miχIi(x) +mnχIn(x)

ψk(x) =

n−1∑
i=1

MiχIi(x) +MnχIn(x)
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Notamos que

(L)

∫ b

a

ϕk = L(Pk, f)

(L)

∫ b

a

ψk = U(Pk, f)

Además {ϕk(x)} es una sucesión no decreciente de funciones que convergen am(x). Análogamente {ψk(x)}
es una sucesión no decreciente de funciones que convergen a M(x).
Claramente

m(x) ≤ f(x) ≤M(x) ∀ x ∈ [a, b]

Aplicando el teorema de convergencia monótona se sigue que m y M son Lebesgue integrables en [a, b] y

(L)

∫ b

a

m = ĺım
k→∞

(L)

∫ b

a

ϕk = ĺım
k→∞

L(Pk, f) = (D)

∫ b

a

f

(L)

∫ b

a

M = ĺım
k→∞

(L)

∫ b

a

ψk = ĺım
k→∞

U(Pk, f) = (D)

∫ b

a

f

Dado que f es Riemann integrable en [a, b], tenemos que

(D)

∫ b

a

f = (D)

∫ b

a

f

De esto se sigue que

(L)

∫ b

a

m = (L)

∫ b

a

M

Dado que M(x)−m(x) ≥ 0 obtenemos m(x) = M(x) c.t.p. en [a,b].
Finalmente dado que

m(x) ≤ f(x) ≤M(x) ∀ x ∈ [a, b]

Se sigue que f es Lebesgue integrable en [a, b] y

(R)

∫ b

a

f(x) dx = (L)

∫ b

a

f(x) dx

Teorema fundamental del cálculo

Ejemplo Primero mostramos con un ejemplo que la derivada no es Lebesgue integrable. Para esto
de�nimos la función f : [0, 1]→ R como

f(x) =

{
0 si x = 0

x2 cos
(
π
x2

)
si x 6= 0
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donde su derivada es

f ′(x) =

{
0 si x = 0

2x cos
(
π
x2

)
+
(
2
π

)
sen
(
π
x2

)
si x 6= 0 (0 < x ≤ 1)

En este caso f ′(x) no es acotada y por lo tanto no es Riemann integrable en [0, 1]. Debemos mostrar
que f ′ /∈ L[0, 1]. Supongamos que f ′ ∈ L[0, 1] entonces |f ′| ∈ L[0, 1]. De�nimos

ai
1√
i+ 1

, bi =
1√
i

para i = 1, 2, 3, ...

Entonces

(L)

∫ bi

ai

|f ′| ≥

∣∣∣∣∣(L)

∫ bi

ai

f ′

∣∣∣∣∣ =
1

i
+

1

i+ 1
≥ 2

i+ 1

En consecuencia

(L)

∫ 1

0

|f ′| ≥
n∑
i=1

(L)

∫ bi

ai

|f ′| ≥
n∑
i=1

2

i+ 1

Dado que la serie

n∑
i=1

2

i+ 1
diverge cuando n→∞, se tiene entonces que |f | /∈ L[0, 1]. Y Dado que

una función es Lebesgue integrable si y sólo si su valor absoluto lo es, entonces f /∈ L[0, 1]

Teorema 4. Si f : [0, 1]→ R tiene derivada acotada |f ′| ≤M en cada punto de [a, b] entonces f ′ ∈ L[a, b]
y

(L)

∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a)

Demostración. Si f : [0, 1]→ R es tal que f ′ toma sólo valores �nitos en cada punto de [a, b] entonces f ′

es medible en [a, b].
Claramente f es continua en [a, b].
De�nimos f(x) = f(b) para x > b y de�nimos

fn(x) =
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

n ∈ N

Tenemos que fn es continua en [a, b] y {fn(x)} converge puntualmente a f ′(x) en [a, b]. Como una función
continua es medible y f ′ es el límite de funciones medibles, entonces f ′ es medible.
Dado que f ′ es acotada existe m,M tal que

m ≤ f ′(x) ≤M ∀ x ∈ [a, b]

Sea P : m = y0 < y1 < · · · < yn = M una partición de [m,M ] con |yi − yi−1| < ε.
Sea

Ei = {x ∈ [a, b] | yi−1 ≤ f ′(x) ≤ yi}, i = 1, 2, ..., n

de�nimos

ϕ(x) =

n∑
i=1

yi−1χEi
(x)
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ψ(x) =

n∑
i=1

yiχEi
(x)

entonces ϕ(x) ≤ f ′(x) ≤ ψ(x), al ser ϕ, ψ simples, son Lebesgue integrables. Por lo tanto f ′ es Lebesgue
integrable.
De�nimos f(x) = f(b) para b < x ≤ b+ 1 y de�nimos fn : [a, b]→ R por

fn(x) =
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

n ∈ N

Aplicando el Teorema del Valor Medio ∀ n, n > 1

b− a
y ∀ x ∈

[
a, b− 1

n

]
existe un punto ynx

∈ [a, b] tal

que fn(x) = f ′(ynx
).

Para x ∈
[
b− 1

n
, b

]
se tiene n(b− x) ≤ 1 y el punto ynx ∈ [a, b] tal que

fn(x) =
f
(
x+ 1

n

)
− f(x)

1
n

=
f(b)− f(x)

1
n

= n(b− x)f ′(ynx
) ≤ f ′(ynx

)

Si f ′ es acotada entonces {fn} es uniformemente acotada.
Dado que {fn} → f ′ en [a, b]. Aplicando el teorema de convergencia acotada

(L)

∫ b

a

f ′ = ĺım
n→∞

(L)

∫ b

a

fn

= ĺım
n→∞

[
(L)

∫ b

a

n f

(
x+

1

n

)
dx− (L)

∫ b

a

n f(x) dx

]

= ĺım
n→∞

[
n(L)

∫ b+ 1
n

a+ 1
n

f (x) dx− n(L)

∫ b

a

f(x) dx

]

= ĺım
n→∞

n

[
(L)

∫ b

a+ 1
n

f (x) dx+ (L)

∫ b+ 1
n

b

f(x) dx− (L)

∫ a+ 1
n

a

f(x) dx−
∫ b

a+ 1
n

f(x) dx

]

= ĺım
n→∞

n

[
(L)

∫ b+ 1
n

b

f(x) dx− (L)

∫ a+ 1
n

a

f(x) dx

]

f es continua en [a, b+ 1] y es Riemann integrable en [a, b+ 1] y cada subintervalo. Por lo tanto

(L)

∫ b

a

f ′ = ĺım
n→∞

[
n(R)

∫ b+ 1
n

b

f(x) dx− n(R)

∫ a+ 1
n

a

f(x) dx

]

Aplicando el teorema del valor medio ∀ an, bn con a ≤ an ≤ a+
1

n
, b ≤ bn ≤ b+

1

n
tal que

n(R) =

∫ a+ 1
n

a

f(x) dx = f(an) y n(R) =

∫ b+ 1
n

b

f(x) dx = f(bn)
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Obtenemos entonces

(L)

∫ b

a

f ′ = ĺım
n→∞

[f(bn)− f(an)]

como f es continua en [a, b+ 1] se sigue que

(L)

∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a)
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