Unidad 4 El espacio L? Espacio L?

El espacio L?

El espacio L; es, un espacio lineal normado completo (esto es, un espacio de Banach). Sin embargo
no es euclideo: la norma definida en él no se puede introducir mediante ningin producto escalar. Para
comprobar esto, veremos que para las funciones f(z) = 1y g(x) = sen(z) en el intervalo [0, 27| la relacion
conocida como ley del paralelogramo

1F + gl +11F = gl = 2001717 + llgl*)

No se cumple pues
2

2
If + gl = (/ (1 + sen(z)) dm) = (27)? = 4n?
0
2m 2
If =gl = (/ (1 — sen(z)) da:) = (27)? = 4n?
0
por tanto
If+ 9l +1If —gllf = (47°) 4 (4x%) = 8

Mientras que
2

Jsen(ollt = ( [ 7 sen’(a) i) ==

27 2
11)1% = (/ dm) =27
0

2(||sen(x) |3 + [|1[17) = 2(x + 2m) = 2(37) = 67

por tanto

de manera que
1+ gl +11f = gllf = (47%) + (4n?) = 872 # 6m = 2(|| sen()|[ + [[1]]7)

Definicién 1. Una funcion f se llama de cuadrado integrable en X cuando la integral
I

El conjunto de todas las funciones de cuadrado integrable en X se designa con Lo (X, i) 0, brevemente
Lo.

existe (es finita).

Espacio Lineal Las propiedades de las funciones de cuadrado integrable son:

1. El producto de dos funciones de cuadrado integrable es una funcién de cuadrado integrable.
Esto se desprende directamente de la desigualdad

F@o(@)] < 5[£(@) + ()]

y de las propiedades de la integral de Lebesgue.
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2. La suma de dos funciones de Lo es también de L,. En efecto,

[f(z) + g(2)]* < f(2) +2|f(2)g(x)| + g°(x)
y de acuerdo con la propiedad 1, cada una de las tres funciones del lado derecho es integrable

3. Si f € Ly y a es un nimero arbitrario, entonces af € Lo.

En efecto, si f € Ly tenemos,
/[af]2=a2/f2<oo

Las propiedades (2) y (3) muestran que las combinaciones lineales de funciones de Lo son de
nuevo elementos de Lo; ademés es claro que la suma de funciones Lo y la multiplicacion de
las mismas por numeros verifican todas las condiciones de la definiciéon de un espacio lineal.
Luego, el conjunto Lo de funciones de cuadrado integrable constituye un espacio lineal.

Producto Escalar Definamos el producto escalar en Lo tomando

(f.9) = / f(@)g()

Es claro que las condiciones que todas las condiciones de la definicién de un producto escalar, a

saber
L (f,9) =9, [)
2. (fi+ f2.9) = (f1,9) + ({f2,9)
3. <af,g> = a<fag>
4. (f,f) > 0 cuando f >0

se cumplen en este caso.

Definicién 2. Se llama espacio Lo al espacio euclideo, cuyos elementos son las clases de funciones
equivalentes de cuadrado integrable, en el que las operaciones de adicion y multiplicacion por nimeros
se definen como las operaciones habituales de adicion y multiplicacion y el producto escalar se define
mediante la formula

(#9) = [ Fia)gle)

En L, al igual que en cualquier espacio euclideo, tiene lugar la desigualdad de Cauchy, que toma en este

e ( / f<x>g<x>)2 <[r [

y la desigualdad triangular, que toma la forma

\/ J1r@)+ g < \/ Jur@re+ \/ [l

En particular para g(z) = 1 obtenemos la desigualdad

(/ f<x>)2 <ux) [ 1
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La métrica seria
p(1:9) = 1f = glla = [1£(e) = g(a)?

se llama también desviaciéon cuadratica entre las funciones f y g.
La convergencia de una sucesion funcional en el sentido de la métrica del espacio Lo se llama convergencia
cuadratica.

Teorema 1. El espacio Lo es completo
Demostracion. Sea f, una sucesién de Cauchy de Lo, es decir
lfn — fmll = 0 para n,m — oo

Segun resultados anteriores

N

[ 15(2) = fla)] < (0() ( [ihata) - fm(:v)]Z)% < elu(x)]}

esto es, la sucesion {f,} es de Cauchy también respecto a la méatrica del espacio L.
Ahora bien, si consideramos una subsucesion { f,,, } de {f.} que converge casi en todas partes hacia una
funcién f. En la desigualdad

/[fnk (JZ) - fnl (33')]2 <€

que es valida para elementos de esta sucesién parcial con k y | suficientemente grandes, usando el Lema
de Fatou, al limite para [ — oco. Tendremos

/ (@) — F@) < ¢

de donde se deduce que f € Ly y que f,, — f.
Por tanto toda sucesién de Cauchy que contiene una subsucesion convergente converge hacia el mismo
limite =

Convergencia cuadratica Al introducir en el espacio Lo la norma, hemos definido con ello para las
funciones de cuadrado integrable el siguiente concepto de convergencia

fn—= f
cuando
Jim [, (a) = f@)* = 0

Esta convergencia es conocida como convergencia cuadratica.
Supongamos que la medida del espacio X en el que estan definidas las funciones es finita.

1. Si la sucesion {f,} de funciones de Ly converge en la métrica de Ly, también converge en la
métrica de L.
En efecto, debido a la desigualdad antarior, tenemos

2

i@ = 51 < (w60 [tate) - 16017

y de aqui se desprende nuestra afirmacion.
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2. Si la sucesién {f,} converge uniformemente, también converge cuadraticamente.
En efecto, cualquiera que sea € > 0, tenemos para n suficientemente grande

[fn(z) = f(2)| <€
y, consecuentemente
[ 15aa) = $@F < En(x)

de donde se deduce nuestra afirmacion.

3. Si una sucesion {f,} de funciones converge en media, también converge en medida.
Esta afirmacion se desprende directamente de la desigualdad de Chébishev.

4. Si una sucesion {f,} converge en media, se puede extraer una subsucesion { f,, } convergente
casi en todas partes.
Esto se mostro al probar complitud de Lo.
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