Unidad 4 El espacio L? Espacio L?

Conjuntos Ortonormales I

Definiciéon 1. Sea V un espacio vectorial con producto interno (V,(,)) y sea S un subconjunto de V. Se
dice que S es un conjunto ortogonal de vectores de V si cada par de vectores distintos son ortogonales.
En particular, si S = {vy,va,...,v5}, S serd ortogonal si, y solo si

oy Sllll? st i=
<“““J>_{ 0 si i#j

Si ademds cada vector v del conjunto ortogonal S de V tiene norma 1, al conjunto S se le llama conjunto
ortonormal

Ejemplo En el espacio vectorial C[—1, 1] de las funciones continuas en el intervalo [—1, 1] con el producto

escalar .
- | @) da

S = {cos(2nm 2),n=0,1,2,...}

el conjunto infinito de vectores

es un conjunto ortonormal.

Demostracion. Tenemos que cada vector v, = cos(2nm z) en S es unitario pues
|vnH =V Unavn H

1
(Un, Un) = / cos(2nm x) cos(2mm x) dx
-1

Por otra parte, si n #m

1

1
= 5/ (cos(2(n 4+ m)mw x) + cos(2(n — m)w x)) dx
—1

S |5 sen(2(n 4 m)m) + 5 sen(2(n — m)m)

= — — —_— n —_—q n p—
2 [2(n+m)m AT T T 2(n—m)7rb e mm

=0
es decir los vectores v, v, (n # m) son ortogonales O

Coeficientes de Fourier

Definicién 2. Sea 8 un subconjunto ortomormal de un espacio V con producto escalar, y sea x € V.
Definimos los coeficientes de Fourier de x relativos a 8 como los escalares {(x,y), donde y € B
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Ejemplo Sea V = R? y 3 una base ortonormal de V dada por

5= {(1 1) (1 1)}
V2TV V2T Ve
Calcular los coeficientes de Fourier para (3,4) relativos a
En este caso

N
\]

6\ 5%) Y BB "B E s
(@0 (55)) =09 (J575) =7

1 1 1 1 3 4 1
(o (5-7)) =00 (55w) -5
Ejemplo Sea V = R? y 3 una base ortonormal de V dada por
(s ) G )
CW\WV2 V2 VBT Ve VG T\VET VBT VB

Calcular los coeficientes de Fourier para (1, 1,2) relativos a 8
En este caso

y también

y también
(000} 000 (o)~ =
finalmente

<(1 1,2) (1 R 1>>_(1 1,2) (1 € 1> _ 1.t 2 _
s Ly 4)y \/ga \/37 \/g, \/g s Ly \/gy \/37 \/§ \/g \/g \/g
El espacio H Un espacio del producto escalar muy importante que se parece a C[0,1] es el espacio H

de funciones continuas de valor complejo definidas en el intervalo [0, 27] con el producto escalar

1 27

(f,9) = 5= f(t)g(t) dt

_27T 0

Observaciones Sobre la integracion de funciones de valor complejo.

1. El nimero imaginario i puede ser considerado como una constante bajo el signo de integracién.

2. Toda funcién de valor complejo f puede escribirse como
f=h+ilf

donde f1, fo son funciones de valor real.
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3. Se tiene que
[i=]n+i [
fr-]

De estas observaciones, asi como de la suposicién de continuidad, se tiene que H es un espacio con
producto interior.

y tambiém

Un conjunto ortonormal en H Definase
S = {e"* | j es un entero}

Se tiene entonces que

T om

1 27

o |
<ez]ac7 ezk:a:> _ / ez]telkt dt
0

_ eijte—ikt dt
2 0

1 27 o
=— etU=ht g

271— 0
_ 1
©2mi(j — k)

=0

. 2m
eZ(]—k)t

0

También se tiene
o 1 [
<€”m,6”1> — 7/ e”te”t dt
0

2m
2m 2m
-1 U=t gt = i/ dt =1
2w 0 2 0
es decir [[e"*|| = 1. Se tiene entonces que S es un conjunto ortonormal de H.

Ejemplo Sean V = H y f(x) = z. Calculemos los coeficientes de Fourier de f relativos al conjunto
ortonormal -
S ={e”" | j es un entero}

En este caso se tiene

) 1 27 . 1 27 ) _1
ey _ _— t int dt — t —int dt - _
(e =52 /0 ¢ o /0 ¢ in

Para el caso n = 0 se trabajara

1

(f, €07y = <f,1>:27r/027rt ()dt=mn
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Sien Lj se ha escogido un sistema {¢,, } completo ortogonal, todo elemento f € Ly puede ser representado

com suma de la serie
oo
n=1

esto es, como suma de la serie de Fourier de la funcion f respecto al sistema ortogonal {¢,, }.
De aqui se desprende

N 2 N N
Hf - ch¢n = <f - ch¢n7f - ch¢n>
n= n=1 n=1
1 N N N N
n=1 n=1 n=1

N N N L
n=1

=1 n=1

ZZ_ N
= ”f”2 Z| fv(bn |2 Z f,¢k Cn|2

El valor minino se alcanza cuando
Con={(f,n) k=1,...N

Con estos valores

N
= [IF1* - Z |(f,¢n)|? (Identidad de Bessel)

n=1

N 2
Hf =Y Cudn
n=1

Como el primer miembro es no negativo

N
Z I(f, dn))? < |IfII? (Desigualdad de Bessel)

n=1

Ademas, los coeficientes C,,, es decir los coeficientes de Fourier de la funcion f respecto al sistema {¢,},

se definen mediante las férmulas )
[ J 1 (00(7)

(1617 = [ 02)

Ejemplo Para el conjunto

se tiene

1. A es ortonormal pues
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Vil = VLT = [ 1de=ar

77\'

[ﬂ cos?(nz) dr = /7

b) || cos(nx)|l2 = \/<Cos(nx) cos(nx)

¢) |[sen(nz)||z = v/(sen(nz), cos(nz)) = / sen?(nx) do = /7
2. Para el conjunto A se acostumbre designar
a
?03 ana bTL
sus coeficientes de Fourier son
) Lo [ @i = w=2 [ j@a
2—27T_ﬂxx ao—ﬂ_wwq:
1 s
b) a, = — f(x) cos(nz) dx
0

¢) by :% ! f(z) sen(nx) dx

La serie correspondiente de Fourier es

04 Z ap, cos(nx) + b, sen(nx)

n=1
y cualquiera que sea f € Ly converge cuadraticamente hacia esta funcién. Si

90 4 Z ay cos(kx) + by sen(kx)

Sn=2

k=1
es la suma parcial de la serie de Fourier, la desviacion cuadrética entre S,, y f puede ser encontrada

mediante la formula
a? n
1)~ Sul@)l = |1 — = (; Iyt zﬁ)
k=1

aplicando la desigualdad de Bessel

—T

a2 n 1 ™
§+;ai+b% <— |

s

se tiene
Pa)

1) = Sul@)I = 11 - ( Zamﬂ) <= lp-x (2 [

Para cualquier funcion f € Ly los cuadrados de sus coeficientes de Fourier forman una serie convergente
Viceversa si los nameros ag, an, b, son tales que la serie
2 2
E a, +b;,
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converge, la serie
ao

) + Z ay, cos(nx) + by, sen(nzx)

n=1

también converge (En Ls) y su suma es una funcién para la cual ag, a,, b, son sus coeficientes de Fourier.
El desarrollo anterior se hizo para [—m, 7], para extenderlo a cualquier intervalo [—¢, £], hacemos la sus-

mt lx
titucion x = —, es decir, t = —, convierte f(t) en la funcién
™

¢
tx

™

ag = ;/_i f(@®)
0, = 2/_2f(t) cos (”Zt)
0 ()

y la serie de Fourier para una funcién f definida en un intervalo de longitud 2¢ es
a0 + i Ay, COS n mt + b, sen n mt
2 = l " ¢

En resumen cualquiera que sea f € Lo su serie de Fourier

=1 (%) el

Y de acuerdo con esto

o0
a
50 + Z ay, cos(nx) + by, sen(nzx)

n=1

converge en media hacia la funcién dada f.
Para los problemas del andlisis es importante encontrar las condiciones en que esta serie converge hacia
f en otros sentidos

a) Puntualmente

b) Uniformemente.
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