Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

Conjuntos borelianos I

Be(z) ={y e R" | [ly —z[| <€}

En los espacios euclidianos R"™

la o—é&lgebra es la generada por los subconjuntos abiertos O, el cual tiene la propiedad
a) §, X eoO"
b) SiU, VeO* = UNVeO"

¢) U; € O, i € I arbitraria = | JU; € O"
el

Las tres condiciones definen una topologia y el par (X, O) es un espacio topologico.

Definicién 1. La o—dlgebra o(O™) generada por los conjuntos abiertos O™ de R™ es llamada o— dlgebra
de borel B(R™) y sus elementos se llaman conjuntos de borel o borel medibles

Teorema 1. Denotamos por O™ (abiertos de R" ), C™ (cerrados de R™) y k™ (compactos de R™) entonces
BR") = o(0") = a(C") = (k")

Demostracion. Dado que los compactos son cerrados tenemos que k™ C C™ y por tanto o (k™) C o(C™).
Por otro lado si C' € C", entonces Cx = C' N By(0) es cerrado y acotado por lo que pertenece a k™. Por

construcciéon
c-Ua
keEN

entonces C™ C k™ y por tanto o(C™) C o (k™).
Tenemos también que

O")={U|UeO"}=C"y (C")*=0"
por lo que C™ = (O™)¢ C o(O™), en consecuencia o(C™) C o(O™). La otra inclusion es analoga O
Ejemplo En R tenemos el siguiente conjunto
E={la,b) |a<b, a,beR}
e I denota la clase de intervalos abiertos con extremos en R, tenemos que

(a,b) = D [a+711,b> = ICo(E)

n=1

[a,b) = ﬁ (a—i,b) = Eco(l)

S

~— =

concluimos entonces o(E) = o(I) = B(R

—~
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Todo intervalo I es la unién de una familia numerable de intervalos de E y todo intervalo de E es la
interseccion numerable de intervalos de I.
En R"™ la o—algebra de borel B(R™) es generada por diferentes conjuntos, en particular nos interesan

L% ={(a1,b1) X -+ X (an,bn)}, con aj,b; €R
L™ ={[a1,b1) X -+ X [an,by)}, con aj,b; €R

T .............. b
L O 5

a b a

intervalsinR ..., rectangles in R2 ... cuboids inR3. ...
Vamos a probar que B(R™) = 0(£°) = o(L"™)
Demostracion. Dado que (a1,b1) X --- X (an,by) es un conjunto abierto, si a;,b; € R
o(L°) C o(O™) = B(R™)

v= J 1

IeLocu

Inversamente si U € O™ tenemos

La contensién D es clara por definicion y en la otra direccion C si € U como U es abierto 3 € > 0 tal que
B(xz) C U e inscribimos un cuadrado en B.(z) C U y luego lo reducimos a un rectangulo I = I(x) € £°
conteniendo a x.

I(x) B.(x)

R .

> 0 -

entonces U € O™ C ¢(L°) y por lo tanto o(£°) = a(O™).
Ahora bien para todos los rectangulos semiabiertos escribimos

1 1
[ar,b1) x - x [an, bn) = ) (al - .,bl> XX (an - .;bn>
jEN J
mientras que para los rectangulo abiertos escribimos

1 1
a1,b1) X - X (an,bp) = a+~ab)><'~-><[an+,,bn)
(a1,b1) ( ) [1 ] 1 j

JjEN
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estas formulas implican que £° C o(£L"™) y L™ C 0(£°) por lo que o(L°) = o(L™) O

Los conjuntos de Borel en la recta real son los generados por los conjuntos
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