Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

Funciones medibles '

Definiciéon 1. Un espacio medible es una pareja (X,S), en la que X es un conjunto no vacio y S es una
o—dlgebra de subconjuntos de X.

Definicién 2. Sean (X,S) y (Y,5’) dos espacios medibles. Una funcion f : X — Y se llama medible
relativa a las o—dlgebras Sy S’ si f~1(S") C S, es decir f~*(E') € S,V E' € S'.

SiY =Ry S = B(R), entonces diremos que f es s-medible si f~1(B(R)) C S
Ejemplo Si f: X — Y es una funciéon y S C X una o—aélgebra, entonces
K={FcY|fF) esS}
es una o—algebra de subconjuntos de Y.

a) Tenemos que f~1(0) =0 € S por tanto § € K

b) Si @ € K entonces f~1() € S por lo que f~1(0¢) = (f~1(0))¢ € S por tanto §° € K es decir
YeK

¢) Si A € K entonces f~1(A) € S por tanto f~1(A¢) = (f71(A))° € Sy en consecuencia A° € K
d) Si (Ag)ken € K entonces f1(A¢) € S para k € N por lo que ﬂ Aj, € S y en consecuencia

keN
(U Ak> = (n Ai) € S por lo tanto U A, e K

keN keN keN

Proposicion 1. Sean (X,S) y (Y,S") dos espacios medibles y f : X =Y una funcion. Supongamos que
eviste E' C P(Y) tal que o(E') = S'. Si f~Y(E') C S, entonces f es medible relativa a Sy S’

Demostracion. Tenemos que
K={FcY|fYF)eS}

es una oc—algebra que por hipotesis contiene a E’. Asi S’ = ¢(E’) C K por lo tanto

S cfiE) s

Para el caso Y =R y S’ = B(R) tenemos

Corolario 1. Sean (X,S) un espacio medible y f : X — R una funcién. Entonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

a) f es s-medible
b) f71((c,+)) ={x € X | f(x) > c} pertenecen a S para todo c € R
¢) f71((~o0,c)) ={x € X | f(z) < c} pertenecen a S para todo c € R

d) f~Y((—o0,c)) ={z € X | f(z) < ¢} pertenecen a S para todo c € R
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e) f e, +0)) ={z € X | f(z) > c} pertenecen a S para todo c € R

Demostracion. Tenemos que

a=0b

f es s-medible entonces f~!(B(R)) C S y como (¢, +oc0) € B(R) entonces f~1((c,+0)) € S
b=c

f (=00, ) = (f7H((e, +00)))c € S

c=d -

= ((-oc-3])es
d=e -

M le,+00)) = (f7H((=00,0))) € §

e = a

Sea E' = {[c,+00) | ¢ € R}. Se tiene entonces o(E’) = B(R) pues

> 1
U {c—i— E,—i—oo) = (¢, +0)
n=1
O
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