Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

Funciones medibles '

Ejemplo Sea (X, S) un espacio medible. Para A C X definimos la funcién caracteristica de A denotada

Xxa : X — {0,1}, como sigue
_J1 si ze€A
XAZN0 si 2 ¢ A

Entonces x4 es S-medible < A € S

Demostracion. (= ). Supongamos que x4 es una funciéon medible, entonces
A={z€X||xalx) >0}

pertence a S.
(< ). Supongamos que A € S entonces el conjunto

0 st c>1
{zeX |xalx)>c}=¢A si 0<c<1
X st c<0

En cualquier caso, se tiene {z € X | xa(z) > ¢} pertenece a S. O
Ejemplo Sea (X, S) un espacio medible. Una funcién f: X — R se llama S-simple si s toma solamente

un nimero finito finito de valores y es S-medible. A continuacion describiremos a estas funciones.
Sean Aj, As, ..., A, € S mutuamente disjuntos y y1,y2, .., Yym € R. Entonces la funcién

F@) =" yixa, (@)
j=1

es medible.

Demostracion. Sean

A= [ y) ={z e X | f(x) =y}
entonces A, € S,i=1,...,n, A;NA; =0 ((i #j)

n n
X:UAi Yy f:ZinAi

Inversamente, si f es una combinacion lineal de funciones caracteristicas de conjuntos ajenos de S,

n
entonces es S-medible. Cocretamente, si f = Z YiX A, entonces para todo A € R

=1

0 st yi <AVi=1,..n
{4; | yi > A} en caso contrario

{xeX|f<x>>A}={U
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por lo tanto es S-medible.

—
1
| i

Ay

{f>A)= A, UAy

O

Asi pues: f es S-simple si y s6lo si f es una combinacion lineal de funciones caracteristicas de

conjuntos ajenos en S.

Ejemplo Toda funcién mondtona f : R — R es B(R) medible

Demostracion. Sif es mondtona creciente, entonces

{reR| f(z) >c}

es necesariamente de alguna de las siguientes formas

los cuéles son borelianos.

(a,+0), [a,+), (a €R), 0, R

O

Ejemplo Sean (X,S) un espacio medible, f : X — R una funcién S-medible y ¢ : R — R una funcion
B(R) medible, entonces po f : X — R es S-medible

Demostracion.

Medidas sobre o—algebras

Definiciéon 1. Sea (X, A) un espacio medible. Una medida en (X, A) es una funcion p: X — R con las

siguientes propiedades
a) p(@) =0
b) W(E)>0, VEeA

¢) u es sigma aditiva, es decir, si (Fy,) es una sucesion de elementos disjuntos entre si en A, entonces

H (U En) = ZM(EH)
pl{ UE | => nE)

JjeN

JEN
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La terna X, A, u se llama espacio de medida.

Proposiciéon 1. Sea X, A, u un espacio de medida y A, B € A. Entonces
a) ANB=0 = p(AUB))=pu(4)+ uB)

b) ACB = u(4) < u(B)

¢) ACB, p(A) <oo = u(B\A)=p(B)-u(A)

d) (AU B) + u(ANB) = u(A) + u(B)

¢) (AU B) < u(4) + p(B)

Demostracion. Tenemos que

a) Sean Ay = A, Ay = B, A3 = Ay = --- = (. Entonces

pAUB) = p (U Aj) = " u(A)) = p(A) + u(B) + p(0) - - = p(A) + u(B)

JEN JEN
b) Si A C B tenemos que B =AU (B\ A) y por (a)
u(B) = p(AU (B\ 4)) = u(A) + u(B\ A) > u(A)

¢) Segun (b) A C B implica
1(B) = u(A) + u(B\ A)
por tanto
u(B\ A) = u(B) — pu(A)
d) Para todo A, B € A tenemos
AUB=(A\(ANB))U(ANB)U(B\ (ANB))
usando (1) se tiene
W(AUB) = u(A\ (AN B) + (AN B) + u(B\ (AN B))
por tanto
W(AUB) + u(AN B) = u(A\ (AN B)) + u(AN B) + u(B\ (AN B)) + (AN B)
u(A) = u(AN B) + p(AN B) + u(B) — p(AN B) + p(AN B)
— u(4) + u(B)

e) por (d) se tiene
p(A) + u(B) = n(AU B) + p(AN B) = n(AU B)
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