
Unidad 1 Medida de Lebesgue en Rn Medida de Lebesgue

Medidas sobre σ−álgebras

De�nición 1. Sea (X,A) un espacio medible. Una medida en (X,A) es una función µ : X → R con las
siguientes propiedades

a) µ(∅) = 0

b) µ(E) ≥ 0, ∀ E ∈ A

c) µ es sigma aditiva, es decir, si (En) es una sucesión de elementos disjuntos entre si en A, entonces

µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En)

µ

⋃
j∈N

Ej

 =
∑
j∈N

µ(Ej)

La terna (X,A, µ) se llama espacio de medida.

Ejemplo Sea (X,A) un espacio medible y sea x ∈ X algún�punto, entonces la función δx : A → {0, 1}
de�nida para A ∈ A por

δx(A) =

{
0 si x /∈ A
1 si x ∈ A

es una medida, es la llamada medida Delta de Dirac

Demostración. Tenemos que

a) Como ∅ no contiene puntos x /∈ ∅ entonces δx(∅) = 0

b) Si x ∈ A entonces δx(A) = 1 ≥ 0. Si x /∈ A entonces δx(A) = 0 ≥ 0 en cualquier caso δx(A) ≥ 0

c) Sea (Aj)j∈N ⊂ A una sucesión disjunta por parejas, Aj conjuntos medibles

Si x ∈
⋃
j∈N

Aj entonces existe j0 con x ∈ Aj0 , entonces

δx

⋃
j∈N

Aj

 = 1 + 0 + ...

= δx(Aj0) +
∑
j 6=j0

δx(Aj)

=
∑
j∈N

δx(Aj)
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Si x /∈
⋃
j∈N

Aj entonces para todo j ∈ N x /∈ Aj0 , entonces

δx

⋃
j∈N

Aj

 = 0 + 0 + ...

=
∑
j∈N

δx(Aj)

Ejemplo Medida de probabilidad discreta
Sea Ω = {}ω1, ω2, ... un conjunto numerable y Pjj ∈ N una sucesión de numeros reales con Pj ∈ [0, 1]
tal que ∑

j∈N
Pj = 1

En (Ω, P (Ω)) la función

P (A) =
∑

j:ωj∈A

Pj =
∑
j∈N

Pjδωj (A), A ⊂ Ω

de�ne una medida de probabilidad

Demostración. Tenemos que

1. P (∅) =
∑
j∈N

Pjδωj
(∅) =

∑
j∈N

Pj(0) = 0

2. ∑
k∈N

P (Ak) =
∑
k∈N

∑
j∈N

Pjδωj (Ak)

=
∑
j∈N

∑
k∈N

Pjδωj
(Ak)

=
∑
j∈N

Pj

(∑
k∈N

δωj
(Ak)

)

=
∑
j∈N

Pjδωj

(⋃
k∈N

Ak

)

= P

(⋃
k∈N

Ak

)
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