
Unidad 1 Medida de Lebesgue en Rn Medida de Lebesgue

De�nición 1. El conjunto R∗ es el conjunto

R ∪ {−∞ +∞}

donde +∞ y −∞ son símbolos diferentes entre sí y son tales que

{−∞,+∞} ∩ R = ∅

Adicionalmente a las operaciones con que cuenta R, de�nimos en R∗ las siguientes

a) ∀ x ∈ R se tiene −∞ < x < +∞

b) Si xßR entonces
(+∞) + x = +∞ = x+ (+∞)

(−∞) + x = −∞ = x+ (−∞)

(+∞) + (+∞) = +∞

(−∞) + (−∞) = −∞

No estan de�nidas las relaciones
(+∞) + (−∞)

(−∞) + (+∞)

c) Si x ∈ R y x > 0 entonces
(+∞) · x = x · (+∞) = +∞

(−∞) · x = x · (−∞) = −∞

Si x ∈ R y x < 0 entonces
(+∞) · x = x · (+∞) = −∞

(−∞) · x = x · (−∞) = +∞

también
(+∞) · 0 = 0 · (+∞) = 0

(−∞) · 0 = 0 · (−∞) = 0

d) además
(+∞) · (+∞) = +∞

(−∞) · (+∞) = −∞

(+∞) · (−∞) = −∞

(−∞) · (−∞) = +∞
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El sistema de los reales extendidos es el conjunto R∗ con las operaciones antes de�nidas.
Nota: si A ⊂ R∗ es no vacío tal que A ∩ R no es acotado superiormente en R entonces supA = +∞.
Análogamente, si A ⊂ R∗ es no vacío tal que A∩R no es acotado inferiormente en R entonces ı́nf A = −∞.
Nota: SEa J el conjunto de todos los intervalos de R. Por convención, para cada a ∈ R

(a, a) = ∅, [a, a] = {a}

De esta manera, ∅, {a} ∈ J para toda a ∈ R. Ademàs, si I ∈ J es un intervalo cuyos extremos son a y b
entonces escribiremos I(a, b) para denotar este hecho.
La σ−álgebra de Borel B(R) esta de�nida por

B∗ ∈ B ⇔ B∗ = B ∪ S para algún B ∈ B(R)
S ∈ {∅, {+∞}, {−∞}, {−∞,+∞}}

Lema 1. B es generada por todos los conjuntos de la forma

[a,+∞], (b,+∞], [−∞, c), [−∞, d]

donde a, b, c, d ∈ R

Demostración. Sea
Σ = σ({[a,+∞] | a ∈ R})

Ya que
[a,+∞] = [a,+∞) ∪ {+∞} y [a,+∞) ∈ B(R)

tenemos que [a,+∞] ∈ B y Σ ⊂ B.
Por otro lado

[a, b) = [a,+∞] \ [a,+∞] ∈ Σ ∀ −∞ < a ≤ b < +∞
Lo que signi�ca que B(R) ⊂ Σ ⊂ B.
Ya que también

{+∞} =
⋂
j∈N

[j,+∞], {−∞} =
⋂
j∈N

[−∞,−j] =
⋂
j∈N

[−j,∞]c

tenemos {−∞}, {+∞} ∈ Σ lo que implica que todos los conjuntos de la forma

B, B ∪ {+∞}, B ∪ {−∞}, B ∪ {−∞,+∞} ∈ Σ ∀ B ∈ B(R)

por lo tanto B ⊂ Σ

De�nición 2. Sea X 6= ∅ y A ⊂ P (X) un álgebra. Una casi-medida es una función conjuntista µ : A→ R
tal que

a) µ(∅) = 0

b) µ(A) ≥ 0, para toda A ∈ A

c) Si (An)n∈N es una sucesión de elementos disjuntos de A tal que

∞⋃
n=1

An ∈ A, entonces

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑

n=1

µ(An)
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Si µ(X) <∞ entonces µ se llama �nita. Si X =

∞⋃
i=1

Ai con µ(Ai) <∞ (Ai ∈ A) entonces µ se llama

σ−�nita.

De�nición 3. Una medida exterior es una función conjuntista ρ : P (X)→ R tal que

a) ρ(∅) = 0

b) ρ(E) ≥ 0, para toda E ∈ X

c) ρ(E) ≤ ρ(F ) si E ⊂ F ⊂ X

d) Para toda (En)n∈N sucesión de subconjuntos de X, se cumple

ρ

( ∞⋃
n=1

En

)
≤
∞∑

n=1

ρ(En)

Ejemplo Sea µ : A→ R una casi medida. De�nimos µ∗ : P (X)→ R como sigue:

µ∗ = ı́nf

{ ∞∑
n=1

µ(An) | E ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ A (n ∈ N)

}

Una sucesión An de elementos de A tal que E ⊂
⋃
n

An se llama una A−cubierta de E y µ∗ se llama

la medida exterior generada por µ

Teorema 1. µ∗ : P (X)→ R es una medida exterior

Demostración. Tenemos que

a) ∅, ∅, ... es una A− cubierta de ∅, entonces µ∗(∅) ≤ 0 por lo tanto

µ∗(∅) = 0

b) Sean E ⊂ F ⊂ X dados. Como toda A−cubierta de F es también una A−cubierta de E, se sigue de
la de�nición

µ∗(E) ≤ µ∗(F )

c) Sea (En)n∈N una sucesión de subconjuntos de X, si µ∗(En) = +∞ para algún n, entonces

µ∗

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ∗(En) (= +∞)

por lo que supondremos µ∗(En) < +∞ para todo n ∈ N.
Sea ε > 0 arbitraria, para cada n hallamos una A−cubierta numerable (A

(n)
i ) de En tal que:

∞∑
n=1

µ(A
(n)
i ) ≤ µ∗(En) +

ε

2n
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Como
{
A

(n)
i | (i, n) ∈ N× N

}
es una A−cubierta de

∞⋃
n=1

En se tiene que

µ∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∑
(i,n)∈N×N

µ(A
(n)
i ) =

∞∑
n=1

∞∑
i=1

µ(A
(n)
i ) ≤

∞∑
i=1

µ(En) + ε

por lo tanto µ∗ es σ−aditiva y constituye una medida exterior.
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