Unidad 1 Medida de Lebesgue en R"

Medida de Lebesgue

Definicion 1. El conjunto R* es el conjunto

RU{—oc0 + o0}

donde 400 y —oo son simbolos diferentes entre si y son tales que

{=00,4+00}NR =10

Adicionalmente a las operaciones con que cuenta R, definimos en R* las siguientes

a) V z € R se tiene —oo < x < 400

b) Si 2BR entonces

No estan definidas las relaciones

c) Siz € Ry x>0 entonces

SizeRyx <0 entonces

también

d) ademaés

(+00) + (++00) = +o00
(~00) + (~o0) = —o00

(+00) + (=00)
(—00) + (400)

(+00) - (+00) =+
(~00) - (+00) = o0
(+#00) - (~00) = o0
(~00) -+ (~00) = o0

(400) + & = 400 =z + (+0)
(—0)+x=—-00=x+(—00)
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El sistema de los reales extendidos es el conjunto R* con las operaciones antes definidas.

Nota: si A C R* es no vacio tal que A N R no es acotado superiormente en R entonces sup A = +oo.
Anélogamente, si A C R* es no vacio tal que ANR no es acotado inferiormente en R entonces inf A = —co.
Nota: SEa J el conjunto de todos los intervalos de R. Por convencién, para cada a € R

(av (L) =0, [av CL] = {a}

De esta manera, (), {a} € J para toda a € R. Ademas, si I € J es un intervalo cuyos extremos son a y b
entonces escribiremos I (g, b) para denotar este hecho.
La o—élgebra de Borel B(R) esta definida por

B* = BU S para algin B € B(R)

BT E€B S 510, (4o} {—oo}, {0, too}}

Lema 1. B es generada por todos los conjuntos de la forma
[CL, +OO}7 (bv +OO}7 [—OO, C)v [_007 d]
donde a,b,c,d € R

Demostracion. Sea
¥ =o({la,+o0] | a € R})
Ya que
[a, +00] = [a, +o0) U{+o0} y [a,+00) € B(R)

tenemos que [a,+oo] € By ¥ C B.
Por otro lado
[a,b) = [a, 4]\ [a,+0] €X V —c0o < a <b< 40

Lo que significa que B(R) C ¥ C B.
Ya que también

{00} = (Y[, +oc), {=o0} = (=00, =] = [ [, 0]
jEN jEN jEN
tenemos {—oo}, {+00} € ¥ lo que implica que todos los conjuntos de la forma
B, BU{+x}, BU{-00}, BU{—00,+0} €% V B <€ B(R)
por lo tanto B C & O

Definicién 2. Sea X # ) y A C P(X) un dlgebra. Una casi-medida es una funcion conjuntista pn : A — R
tal que

a) p(0) =0
b) u(A) >0, para toda A € A

o0
¢) Si (Ap)nen es una sucesion de elementos disjuntos de A tal que U A, € A, entonces
n=1
u ( An> <> u(An)
n=1 n=1
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oo
Si u(X) < oo entonces p se llama finita. Si X = U A; con p(4;) < oo (A; € A) entonces p se llama
i=1
o—finita.
Definicién 3. Una medida exterior es una funcion conjuntista p : P(X) — R tal que

a) p(0) =0

b) p(E) >0, para toda E € X

¢) pEY<p(F)siECFCX

d) Para toda (Ep)nen sucesion de subconjuntos de X, se cumple
o 0

p (U En) < o(En)

n=1

Ejemplo Sea y: A — R una casi medida. Definimos p* : P(X) — R como sigue:

1nf{2p |ECUAn,A EA(nEN)}

n=1

Una sucesion A,, de elementos de A tal que E C U A, se llama una A—cubierta de E y p* se llama

n
la medida exterior generada por u

Teorema 1. u* : P(X) — R es una medida exterior
Demostracion. Tenemos que

a) (,0,... es una A— cubierta de 0, entonces p*()) < 0 por lo tanto
p (@) =0

b) Sean E C F' C X dados. Como toda A—cubierta de F es también una A—cubierta de E, se sigue de
la definicién

p(E) < p*(F)

c¢) Sea (E,)nen una sucesion de subconjuntos de X, si u*(F,) = +oo para algtn n, entonces

W (U E) =3 W (B (= +)

por lo que supondremos p*(E,) < +oo para todo n € N.
Sea € > 0 arbitraria, para cada n hallamos una A—cubierta numerable (Al(")) de F,, tal que:

(oo}

3 (A" < (Ba) + 5
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o

Como {AE”) | (i,m) € N x N} es una A—cubierta de U E, se tiene que
n=1
o0 (oo} (oo} oo
c(Ur) s X ) -3 <o
n=1 (i,m)ENXN n=11i=1 i=1
por lo tanto u* es o—aditiva y constituye una medida exterior.
O
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