Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

Sea,

k

k k
= {U (an, by, U (=00, by, U Ap, +00), an, by €R, (an,by) # (a;,b;), n #j}
n=1 n=1

n=1

denotamos I, = (an,bpn), In = (A, bn], In = (—00,b,], Iy = (an, +00), M(Ip) = by — an,
—00 < Gy, < by, < 400y entonces o(A) = B(R) y definimos A : A — R como sigue

Definicién 1.

4+oo st A= U I, con algin intervalo I; que no sea acotado
A(A) =

> =1 A1) en otro caso
Notamos que el valor de A(A) no depende de las posibles descripciones de A.

Lo verificamos s6lo si A(A) < +o0.
Supongamos que

=L v A= %
j=1 k=1

con I, J, € A acotados, entonces

L=UJnLngk v k=JLnk
k=1 j=1
Asi pues
SAL) =D D MNIL) = ZZ (LN Ik) =) Ak
j=1 j=1k=1 k=1j=1 k=1

Teorema 1. La funcion A : A — R es una casi medida o—finita
Demostracion. a) Tenemos que A()) = A((a,a)) =a—a=0
b)/\(1)>0:>2 1 AIR) >0 = XA) >0

c) Si (A,,) es una sucesion disjunta de elementos de A tal que A = U A,, € A entonces

n=1
= i AT
n=1

Caso 1 A = (a, b] para algunos a < b € mathbbR.
Como cada A, es la union finita y disjunta de intervalos acotados se puede suponer que

= U (a;b;] (disjunta)

j=1
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y hay que probar que

o0
b—a=Y (b —ay)
=1
Sea (aj,,bj,], ..., (aj,,bj,] una subcoleccién finita arbitraria; reenumerando si es necesario, podemos
n n

suponer que
agajl <bj1 Sa]é < <bjn71 éajn <bj71. <b

entonces

b—a> Z(bﬁ —aj,) por lotantob—a > Z(bj —aj)
i=1 i=1

Inversamente, sea € € (0,b—a) y sea €; = 2% (j € N), reenumerando si es necesario, supondremos que
a1 < a-+e.
Sean I; = (a;,b; +¢€) si j > 1, entonces } = {I,;},cr es una cubierta abierta del compacto [a + €, D],
por lo que existen I;,,I;,,...,I;, €} tales que
n
[a+¢€b] C UIji
i=1
eliminando intervalos innecesarios y reenumarando se puede suponer que forman una cadena simple
es decir
aj, <a+te<aj, < bj1 +€5, <aj, < bj2 + €5,
<---<aj, < bjm—l + € <b< bjm + €1

asi que

NE

b—a—e< (b, +6,) = a5, = (b, + €, =)+ Y (bj, + €5, —bj,, +€5,,) < D (b + €5, —az,)

(=2 k=1

com € es arbitraria obtenemos

Caso 2 A = (a,+00).
Si algin A,, contiene un intervalo no acotado, entonces

AMA) = 400 = i A(4n)
n=1

o0
Asi que supondremos como en el caso 1, que cada A,, es un intervalo acotado (a,b] = (a, b)) N A = U (an, by)-
n=1
Los intervalos (ay, b,] son disjuntos dos a dos por el caso 1.
o0
b—a= Z bn—anSan—an
n | ap<b n=1
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haciendo b tender a infinito obtenemos que

—l—oo:ibn—an
n=1

El caso A = (—o0, b] es analogo.

Definicién 2. Sea E C R. La medida exterior de Lebesque se define

1 (E) :fnf{z AIn) | Ec In}
n=1 n=1

donde I, = (an,by), —00 < ap < by < by, A(In) = by — ap

Teorema 2. La media exterior de Lebesgue tiene las siguientes propiedades

a) p*(A) =0

b) w (@ =0

¢) Si A, B son conjuntos tales que A C B entonces p*(A) < u*(B)

d) u*(A) =0 para todo A = {x}

e) p*(A+x) = p*(A) para todo conjunto A C R y para todo x € R

Demostracion. a) Dado que A(I,) > 0 se tiene que p*(A4) >0

b) Eligiendo b,, = a,, = 0 para todo n € N resulta que u*() < 0y en consecuencia p*(0) =0

c¢) Supongamos que existe una sucesion {I,,} de intervalos abiertos tal que B C U I,, se tiene entonces
neN
AcC U I, por lo que
neN

pH(A) <Y AMI)

neN

y por lo tanto

p(A) < inf{z A1) | Bc In} = 1*(B)

neN neN

d) Si A = {z} entonces para cada € > 0 se tiene A C (x — €,z + €) y por tanto

p(A) <2 = p'(A)=0
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e) Supongamos que A C U I,, donde {I,} es una sucesion de intervalos abiertos. Entonces
neN

A+zC U (I, + x)
neN
por lo tanto

u*(A+x)—fnf{Z/\(In+x)|A+xC UIn+:1:}

neN neN

:fnf{z AI,) Ac In}

neN neN
= u*(4)

Teorema 3. Para toda coleccion numerable {E,} en R se cumple

" (U En) <> ut(En)

neN neN

Demostracion. Si p*(E,) = +oo para algin n € N entonces Z,u*(En) = 400 y la desigualdad se

neN
cumple.

Supongamos que p*(E,) < +oo para todo n € N. Sea € > 0 arbitrario. Luego para cada n € N existe
una coleccion {I,; | j € N} de intervalos abiertos tal que

€

EnC Ly v D M) S pt(Ba) + o

27L
JeN JjEN
Dado que
o0 o0 o0
LJ E%‘C LJ LJ]ﬁj
n=1 n=1j5=1

Tenemos que

Al

como € es arbitrario

1C3

E) <Y A < Y (B + 2%) =Y WEat

neN jeN neN neN

e (Un) < Twe

neN neN
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