
Unidad 1 Medida de Lebesgue en Rn Medida de Lebesgue

De�nición 1. Sea E ⊂ R. La medida exterior de Lebesgue se de�ne

µ∗(E) = ı́nf

{ ∞∑
n=1

λ(In) | E ⊂
∞⋃

n=1

In

}
donde In = (an, bn), −∞ < an ≤ bn < bn, λ(In) = bn − an

Ejemplo La medida exterior de un intervalo es su logitud

Demostración. a) Sea I un intervalo acotado en R, I = (a, b)

b) Dado ∀ ε > 0 se tiene

I = (a, b) ⊂
(
a− ε

2
, a+

ε

2

)
Se tiene entonces que

µ∗(I) = b− a+ ε es decir µ∗ ≤ b− a

c) Ahora supongamos que I es un intervalo cerrado y acotado [a, b]. Sea {In} una sucesión de

intervalos abiertos tal que I ⊂
⋃
n∈N

In como I es compacto por Heine-Borel

[a, b] ⊂
n⋃

j=1

(aj , bj)

donde a ∈ I1 = (a1, b1) a1 < a < b1 y b ∈ In = (an, bn) an < b < bn, por lo tanto∑
n∈N

λ(In) ≥
n∑

i=1

λ(In)

=

n∑
i=1

(bn − an)

= b1 − a1 + b2 − a2 + · · ·+ bn − an
= bn + (bn−1 − an) + · · ·+ (b1 − a2)− a1
> bn − a1
> b− a

Por lo tanto µ∗(I) ≥ b− a con a < b

Si I = (a, b), [a, b), [a, b] entonces I ⊂ [a, b], por la monotonía

µ∗(I) ≤ b− a

Por otra parte tomamos ε > 0 tal que 0 < ε <
b− a

2
se satisface [a+ ε, b− ε] ⊂ I

b− a− 2ε ≤ µ∗(I)

por lo tanto
b− a ≤ µ∗(I)
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Ejemplo Todo conjunto numerable en R tiene medida exterior cero, de hecho si E = {a1, a2, ...} es un
conjunto numerable entonces

E =
⋃
{an} µ∗(E) = µ∗

(⋃
{an}

)
≤
∑
n

λ({an}) = 0

por lo tanto µ∗(E) = 0

Ejemplo El intervalo [0, 1] es no numerable. Suponiendo que [0, 1] es numerable se tendría µ∗([0, 1]) = 0
pero µ∗([0, 1]) = 1

Medida de Lebesgue

De�nición 2. Un conjunto E ⊂ R se dice que es Lebesgue medible si para cada A ⊆ R, se cumple

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E)

Si un conjunto es Lebesgue medible, entonces la medida de Lebesgue del conjunto es su medida exterior.
Dado que

µ∗(A) ≤ µ∗(A ∩ E) + µ∗(A \ E)

se satisface por la propiedad de subaditividad, sólo se debe veri�car la otra desigualdad.
El conjunto E divide en dos partes disjuntas A∩E, A∩Ec. E es Lebesgue medible si divide cada conjunto
A de tal manera que la medida externa del conjunto sea la suma exterior de Lebesgue de las partes
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