Unidad 1 Medida de Lebesgue en R" Medida de Lebesgue

La idea de Lebesgue I
Definiciéon 1. Funcion escalonada.

Una funcion escalonada es aquella funcion definida a trozos que en cualquier intervalo finito [a,b] en que
esté definida tiene un nimero finito de discontinuidades xo < x1 < -+ < x, Yy en cada intervalo abierto
(z4,xi11) es constante, teniendo discontinuidades de salto en los puntos x;.

Ejemplo La funcion g de la figura
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se puede representar de la siguiente manera:
1 2 1
90) =3 Xpo.p) )+ 3 X3.9)(7) + 3 X[ )

donde X|q,g) es la funcién caracteristica del intervalo [a, 3) definida de la siguiente manera:

X[a,m(ﬂf):{é Z iéﬁgi

Notamos que si g : [a,b] — R es una funcién escalonada tal que g(x) = ¢; para cada = € (z;_1,;) con
i=1,..,n donde P = {a = z9,21,...,2, = b} es una particion de [a, b], entonces los valores de g en
cada punto de P son despreciables en relacién de Riemann. Luego g puede ser escrita en la forma

n
9= Z CiX1;
i=1

donde I; = [x;—1,z1] parai=1,..n — 1y I, = [xp_1,Zs]. Note que
n
[a,b]:UIZ— con ILiNIj=0 sit#j
i=1
Asi que un primer intento de generalizar a las funciones escalonadas en [a,b] es considerar las funciones

S : [a,b] = R del tipo
S = Z CiXA;
i=1
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donde

[a,b]:UAi,, con A;NAj=0 sii#j
i=1

Las funciones de tipo S se llaman simples. Observamos que de manera natural podriamos definir

/ S d\ = ici)\(Ai)

donde A es la medida del conjunto A;.
Observese que incluso si el dominio de S es todo R, sigue siendo natural definir

/ S dX = En:ci)\(Ai)
=1

También es claro que el valor de nuestra nueva integral depende fuertemente de poder definir a los valores
En resumen para lograr tener una adecuada extensién de la integral es necesario extender a un conjunto
adecuado a la funcién longitud.

La construcciéon de Lebesgue propone una definicién de integral cuya idea bésica consiste en tomar
conjuntos de valores f(x) proximos entre si.

Se considera el intervalo [m, M| determinado por

M =sup{f(z) |z €la,b]} y m=if{f(z)]|z€a,b]}

M | M |-
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Ahora bien si consideramos una funcién f : [a,b] — R. Para cada particién

{m=yo,y1,....yn = M}

del intervalo [m, M] se toman los conjuntos

E;={z €[a,b] | yi-1 < f(z) <y}
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La imagen inversa de un intervalo [y;,yi+1], puede ser muy complicada. En la figura, la imagen inversa
es una unién de intervalos
f i, yis1] = E} UE? U E?

No obstante el area sombreada en la figura se puede aproximar por

cil(E}) + cil(E?) + cil(E}Y) = ¢ Zf(Ef% con ¢; € [Yi, Yit1]
2

Ejemplo Veamos qué sucede con la funcion f : [a,b] — R definida por

1 si z€QnNla,b

fz) =
0 si x¢QnNJa,b

discontinua en todo [a, b].
Al ser f([a,b]) = {0,1}, las aproximacion de Lebesgue para cualquier particion de {0,1} seria

1-m([a, 5] N Q) + 0 - m([a, b] N (R — Q))

y por consiguiente la funcién f es integrable siendo

b
/f:1-m([a,b1n@)+o-m<[a,bm<R—@>>

simpre que las medidas de m([a,b] N Q) y m([a,b] N (R — Q)) estén definidas.
O sea, la construcciéon de Lebesgue nos ha permitido integrar una funcién discontinua en todo punto
en todo punto y que no era por tanto integrable Riemann.

La integral de Riemann se define mediante particiones del dominio de la funcién y calculando el valor
de la funcién en los puntos de cada intervalo de la particiéon. Sin embargo, para definir la integral de
Lebesgue se realiza una particién de la imagen de la funcién y se mide el tamano del dominio para los
cuales la imagen de la funcion estd comprendida entre dichos valores. Para medir los conjuntos

{z e D(f) | yi—1 < f(z) < y;}

es necesario desarrollar la teoria de la medida.
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