Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Teorema 1. Principio del Buen Orden Si A es un subconjunto de nimeros naturales, entonces A tiene
un elemento minimo.

Demostracion. Supongamos que A no tiene un elemento minimo. Sea B C N tal que 1,2,3,....,n ¢ A
entonces 1,2,....n € B

(1) Se tiene que 1 € B pues si 1 € A, A tendria un elemento minimo.

(2) Si1,2,3,...,k ¢ A entonces k+ 1 ¢ A pues de otra forma k + 1 seria el elemento minimo de A.

Por lo tanto k + 1 € B y de esta manera B es inductivo y por tanto N C B y en consecuencia A =( O

Propiedad Arquimediana I

Definicion 1. En un campo ordenado F, decimos que F es arquimediano si satisface

VeeF, 3neN tal que n>=x

Teorema 2. Sea F un campo ordenado. Las siguientes propiedades son equivalentes a la propiedad ar-
quimediana

(a) Y>>0 IneN tal que n>x
b) Si a>0 entonces Vrxe€F, dneN tal que na>x
(b) ; q

1
(¢) Ve>0, 3neN tal que — <e
n

Demostracion. a = propiedad arquimediana
tenemos que
VeeF, ©#0, se cumple >0 6 <0

Casoz >0
En este caso por hipotesis
Ve>0 dneN tal que n>x

Casoz <0
En este caso se tiene —x > 0 y por hipotesis

V-2z>03dneN tal que n> -z = n>—-ax>cr = n>zx

En el caso de x = 0 sabemos que 1 > 0 por lo tanto 3n € N tal que n >z porlotantoVax € F, dn €
N tal que n>=zx

propiedad arquimediana = b

Supongamos que F satisface la propiedad arquimediana y a > 0. Entonces V x € F se tiene que Z eFy

por la propiedad arquimediana
x
dneN tal que n>—ycomo a>0 na>cx
a

b= ¢
Supongamos que se cumple

Si a>0 entonces Ve e F, dneN tal que na>x
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1 1
Seae>0 = — >0 tomando x = —
€ €

1 1
I neN tal que n>r=- = €>—
€ n

c = a
Supongamos que se cumple

Ve>0, 3neN tal que

|
A
o™

si € > 0 entonces ¢! > 0 y podemos tomar z = ¢!

por lo tanto segun (c)
1 1
I neN tal que —<e = —<n = x<n
n €

por lo tanto
V>0, 3 neN tal que n>z
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