Unidad 5. Derivada Derivada de la funcion inversa

Derivada de la Funcién Inversa

Teorema 1. f: (a,b) — R tiene derivada en xo € (a,b) < para toda sucesion {x,} de puntos de (a,b)
con {x,} — xo se tiene que

L )~ fao)

fm ———— 2

n—00 T, — To

= f'(zo)
Demostracion. =)Como f es derivable en xy. Entonces dada e > 03 ¢ > 0 tal que

f(@) = f(wo)

- f’(xo)‘ <e siempre que 0<|x—xzo| <o
r — X

Por otro lado si {z,,} es una sucesion arbitraria con {z,,} — x entonces existe N. € N tal que V. n > N,
se tiene que |z, — xo| < €. Pero si en esta ultima relacion tomamos |z, — 2| < § entonces se tendria que

‘wf/(xo)'<e ¥ on> N,

n — L0
por tanto
i S =G0
n—oo Xy — Xo
<)Sea
tim LI i)y ) g

n—00 T, — To

Supongamos que f no es derivable en z(, entonces

3 e>0 o> V >0 si 0<|m—x0|<6:’f(xx)_£(m—f’(xo)'26
—Zo
Ahora tomemos z; € (a,b) tal que
O<x1_x0<1:>’f(x1)—f($o)_f,(mo)‘26
Ir1 — Xo
Ahora tomemos z3 € (a,b) tal que
1 —
O<x2_x0<:>‘f($2)f(x0)_f’(1‘o)‘26
2 I — X
Ahora tomemos z3 € (a,b) tal que
1 —
O<‘.’E3_x0‘<7j M_f,(xo)‘ze

3 r3 — Io
continuando este proceso se tiene que para el término general Ahora tomemos z,, € (a,b) tal que

f(@n) = f(0)

1
0<|zy,—20| < — =
n T, — To

- f’(xo)‘ >
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pero esto contradice la hipotesis, pues tenemos {z,} — xo y se debe cumplir

f(xs) — f(xo)
r3 — X

— fl(z0)| < €

por tanto suponer que f no es derivable en x( lleva a contradiccién y en consecuencia f es derivable en
i) O

Ya vimos que una funcion f es derivable en z si y solo si para toda sucesion {x,} — z¢ se tiene que

n—oo Ipn — 0

= f'(xo0)

Supoodnga ahora que f es uno-uno y continua en (a, b). Vamos a probar que si f es derivable en zg € (a,b)
y f'(x0) # 0 entonces f~! es derivable en f(xg) y

Y (F) = -2

f'(wo)

Demostracion. Hagamos yo = f(20), 2o = f~*(%0), Yn = f(@n) ¥ n = f~1(yn), donde y,, es una sucesién
que converge a o
tenemos entonces que:

-1 —1
oy e f T y) = () Tn—To
(F7) (o) = lim, Un — 0 = A ) = Flae)  n T )
Ty —T0
1 1
liimy, o0 L2000 £/ ()
Por lo tanto i
1\/ 1\/
€T = =
O
De lo anterior tenemos que
—1 1
F (@)= () (F (@) = Frmg
() (@)= () (f (f(z0))) o)
Ejemplo Hallar arccos’(z)
Soluciéon Para esto tenemos que
Si f(x) = cos(z) entonces f~!(x) = arccos(x) y por lo tanto
farccos] (cos(2) = ——— = [arccos] (2) : ——
I S S = I = =
arccos| (cos(z —en() arccos| (z ~en(arccosa) Vi
* La ultima igualdad la justificamos de la siguiente manera
cos?(z) +sen?(z) = 1 = sen(x) = /1 — cos?(x) = sen(arccos(z)) = \/1 — [cos(arc cos)]?
= sen(arccos(z)) = V1 — 2?2
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Ejemplo Hallar arcsin’(z)

Solucion Para esto tenemos que
Si f(x) = sen(x) entonces f~!(x) = arcsin(x) y por lo tanto
1

[arcsin] (sen(z)) = cos() = [arcsin] (z) =

1 1
cos(arcsin 1) ~~~ /T — 22

* La tultima igualdad la justificamos de la siguiente manera

cos?(x) + sen?(z) = 1 = cos(z) = /1 — sen?(z) = cos(arcsin(z)) = \/1 — [sen(arcsin)]?
= cos(arcsin(x)) = /1 — a2

Ejemplo Hallar arctan’(z)

Solucién Para esto tenemos que
Si f(z) = tan(z) entonces f~1(z) = arctan(z) y por lo tanto

1
sec?(x)

1 1
sec?(arctan x) ~~~ 1 + 22

[arctan]’ (tan(z)) = = [arctan]’ (z) =

* La tultima igualdad la justificamos de la siguiente manera
tan?(z) 4+ 1 = sec?(z) = sec?(arctan(z)) = 1 + [tan(arctan(z))]* = sec?(arctan(z)) = 1 + 2

Definicion 1. Definimos el seno hiperbdlico de x como

senh(r) = ————

Definimos el coseno hiperbdlico de x como

et +e*

cosh(x) =

Ejemplo Hallar arcsenh/(x)
Solucién Si f(z) = senh(z) entonces f~1(x) = arcsenh(z) y por lo tanto

1 1
cosh(arcsinhz) ~~ /1 + 2

[arcsinh]’ (z) =

* La tultima igualdad la justificamos de la siguiente manera

cosh?(z)—senh?(x) = 1 = cosh(x) = \/1 + senh?(z) = cosh(arcsinh(z)) = \/1 + [senh(arcsinh)]?

= cos(arcsin(x)) = 1+ a2
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Ejemplo Hallar arccosh’(x)
Solucién Si f(z) = cosh(z) entonces f~*(z) = arcosh(z) y por lo tanto

1 1
senh(arccoshx) ~~ \/z2 — 1

[arccosh] (z) =

* La tultima igualdad la justificamos de la siguiente manera

cosh?(z)—senh?(x) = 1 = senh(zx) = \/cosh?(x) — 1 = senh(arccosh(z)) = \/[cosh(arccosh(z))]2 -1

= senh(arccosh(z)) = Vz? — 1
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