Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Polinomios de Aproximacién (Polinomios de Taylor P,) I

Sabemos que la recta tangente a una funcién en un punto es la mejor aproximacién lineal a la grafica de
f en las cercanias del punto de tangencia (xo, f(x0)), es aquella recta que pasa por el mencionado punto
y tiene la misma pendiente que la curva en ese punto (primera derivada en el punto), lo que hace que
la recta tangente y la curva sean practicamente indistinguibles en las cercanias del punto de tangencia.
Graficamente podemos observar que la curva se pega "suavemente.? la recta en este entorno, de tal manera
que "de todas las rectas que pasan por el punto, es esta recta la que mas se parece a la curva cerca del
punto”.

f(x)

R(x)

fiixg)

/. \

Pi(z) = a+ bz — xp)

Buscamos entonces un polinomio de grado 1

tal que
(a) Pase por f(xo) es decir Pi(xg) = f(x0), en este caso

Pi(z) =a+b(x—x0) = Pi(zo) =a = a= Pi(zo) = f(zo) = a= f(x0)

(b) Tenga la misma inclinacion en zg es decir Pj(zg) = /(o)
en este caso

Pl(x)=b = b= P{(z) = b= P/(x9) = f'(x0) = b= f'(z0)

por lo tanto
Pi(z) = f(zo) + f'(w0)(z — o)

Veamos que sucede si en lugar de aproximarnos con una recta tratamos de hacerlo con una parabola, es
decir tratemos de encontrar de todas las pardbolas que pasan por (xo, f(x0)), la que mejor aproxima a
la curva, es decir tratemos de encontrar "la parabola tangente". Notese que la parabola tangente a una
curva no es unica.

Dada la ecuacién cuadratica de la pardbola Py (x) = a + b(x — x¢) + c¢(x — 29)? debemos pedirle que pase
por el punto, que tenga la misma inclinacién (primera derivada) y la misma concavidad que la parabola
(segunda derivada), es decir debemos pedirle:

a) Py(wo) = f(wo)
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b) Py(zo) = f'(w0)

¢) Py (zo) = f"(z0)

Como Py (zg) = a, Pi(x) =by Py(z) =

a = f(ao), b= f(x0) ¥ =@H%
X0

2¢, concluimos que
c xo) quedando la ecuacion de la parabola que mejor aproxima a la
curva en las cercanias de (xo,f(x0)), como:

o) = Flao) + 00 4

12
T
T —x0) + ;'O) (x — x0)>

En la figura de abajo, observamos graficamente los tres sumandos de la expresion de la pardbola tangente.
Los dos primeros nos dan la altura sobre la recta tangente y anadiéndole el tercero nos da la altura sobre
la parabola tangente

Error al aproxim ar

f"(z,)
2

(x-x,)°

— —— !

f '(x0)(x- %o)

Definicién 1. Suponga que las n + 1 derivadas de una funcion f existen alrededor de un punto xqy de su
dominio, llamamos el polinomio de Taylor de grado n alrededor de xq a

To(z) = f(w0) + fl(lfo) (x —x0) + fﬁé, )(5r —x0)” + 7}””’;!950) (= 20)” + ... + fng())

es decir

(x — x0)"

Ejemplo Ejemplos hallar los polinomios de Taylor para
a) f(x) = sen(z), alrededor del 0

Soluci(’)n para esto se tiene que
fO(x) = sen(x), f'(z) = cos(x), f*()

—sen(z), f3(z) = —cos(z) y fi(z) =
()—sen()—O,f'()—COS() =

- sen(x) por tanto
1, £2(0) = —sen(0) = 0, £3(0) = —cos(0) = ~1 y F1(0) =
sen(0) =0 .
! " " 4 3
7,(0) = 10 + L0+ L e L0 o, SO0

3! g @) =z
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Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Solucion Para esto se tiene que
fO(x) = cos(x), f'(x) = —sen(x), fo(x) = —cos(x), f3(x) =sen(z) y f*(x) = cos(x) por tanto
((3)— cos(0) = 1, f(0) = —sen(0) = 0, f>(0) = —cos(0) = —1, £2(0) = sen(0) = 0y f4(0) =

1) = 10 + L0y ¢ LD 2 o L0 g TV oy 20, 20

Ejemplo Ahora para f(z) = e, alrededor del 0

Solucién Para esto se tiene que
fOz) =e”, f'(z) =€, folz) =€, f3(z ) e’y fAx ) = ¢% por tanto
f0)=e"=1, f(0) =’ =1, f2( )=¢" =1, f3(0) =l =1y fH0)=e"=1.

/ 2 " 4 T 1172 $3 $4
7ia) = £0) + L2 )+ T 2 o 0 g fﬁ—ﬂ(”(x)‘* SR

Teorema de Taylor I

Definicién 2. Supongamos que las n + 1 derivadas de una funcion f existen en un intervalo abierto I
que contenga a xo. Entonces para todo x en I, definimos el residuo n de taylor como.

B () = f(2) = Tn(x)

esto es

f(@) = To(x) + Rn(x)

Podemos obtener una idea preliminar examinado Py(x) el polinomio de taylor cero para f usando el teo-
rema del valor medio.

30 4

20 A

10 1 Ry
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Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Suponga que f es una funcién diferenciable en un intervalo I que contenga a xy. Sea x € I, zo # x. Por
el teorema del valor medio aplicado a [z, x¢] 3 ¢ € (z, () tal que

f@) = f(wo)

T — X

= f'(c)
es decir
f(@) = f(@o) + f'(c)(x — z0)
f(@) = f(wo) = f'(e)(z — z0)
f(x) = Po(x) = f'(c)(x — xo)
Ro(z) = f'(c)(z — o)
Por lo tanto, el teorema del valor medio podria reformularse sobre el residuo Ry(zx).

Lema 1. Supongamos que f es diferenciable en un intervalo I que contenga a x, xo con x # xg en I, 3 ¢
entre x y xo tal que

Ro(x) = f'(c)(z — o)

Para el residuo R; se tiene que dado el polinomio de taylor de grado 1

f'(z0)

f(x) = f(xo) + (x — o) + Ry

1!

30 4

20 4

10 +

_____ v ['(xo)(x — x0)

7@ = 10+ L @~ )+ Buyt)

Vamos a designar el namero R; () por S(t); la funcion S est4 definida sobre [zg,x], y tenemos

_ f'(#)
fla)=ft) + (@ =) + 5(), Ve lroa]
es decir ,
_ _ f'(t)
Rip(2) = 5(t) = f(z) = f(t) = =~ (z — 1)
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Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Vamos a derivar la siguiente expresion respecto a t

(o)
1!

f(@) = f(zo) + (x —x0) + Ry

y se tiene que
0=f't)+ ")z —1) = f'(t) + 5'(t)
por lo que
1" t _ t
- SO0
1!

Aplicamos ahora el teorema del valor medio generalizado a las funciénes S, g(t) = (x — t)? sobre [z¢, 7],
por lo que existe un valor ¢ € (zg,x) tal que

S(x) —S(l‘o) B S/(t) B _f”(t)l(!ﬂ?—t) B f”(t)l(!w—t) B f”(t)

g(x) —g(xo) — ¢'(t)  —20@-t)  20z-t) 2
Dado que )
§() = Ruaw) = f(@)— 1)~ L0 @ ) =0
S(x0) = Ria,(x)
se tiene
S(@) = S(x0) _ ~Riwy(r) _ Rim(@)
g9(z) — g(z0) —(z—20)* (z—0)?
por lo tanto
Ria(z) _ (D)
(x — x0)? 2!
y por lo tanto
_ @)

Ry gy () = =57 (@ = 20)°

Para el residuo R; se tiene que dado el polinomio de taylor de grado 2

! x 1" x
f(@) = flxo) + ! (1!0) (z —20) + %(m — 20)% + Roy
30 +
20 -
R,
10 4 7]
- ;3'50) —xo)?
TS~ - f'(x0) (x — X0)
y f(xo0)
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Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Para todo ntimero t € [xg, z] tenemos

/')
1

f(t)

3 (x—t)* + Ry (2)

fl@) = f(t) +

(x—1t)+

Vamos a designar el nimero Rs () por S(t); la funcién S esta definida sobre [, x], y tenemos

/') ()

T T (x—t)2+S(t), Vtezg,z]

fl@) = f@t) +

(x—t)+

es decir

Roy(e) = 5(0) = 1) — £6) - L0 @) - L0 2
Vamos a derivar la siguiente expresion respecto a t
£ = 10+ L0+ L0 02 1 500

y se tiene que

0=rf+ @)@ —1t) - ft)+ %f’”(t)(w 1) = ') —t) + (1)

por lo que
" t _ t
s - OG0
2
Aplicamos ahora el teorema del valor medio generalizado a las funciénes S, g(t) = (z — t)3 sobre [z, z],
por lo que existe un valor ¢ € (zg, ) tal que

S@) = S(wo) _ S'(t) _ L0 gy
g(@) —g(xo)  g'(t) =3z —1) 6
Dado que ) ,
§(2) = Bao(e) = £(2) — (@)~ L0 @ o) - L0 e a2 =
S(x0) = Ra,z,(x)
se tiene

S(x) = S(xo)  —Rawy(x) _ Rauw,(x)
g(x) — g(o) —( — x0)? (v —20)3

por lo tanto
Raola) _ ")
(x — x0)3 3!

y por lo tanto

Ronle) = T2 o — ay)?

Ahora estamos en el punto en que podemos afirmar y demostrar el teorema de Taylor.
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Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Teorema 1. Teorema de Taylor Supongase que f es n veces derivable en un intervalo I que contiene a
2o, donde x # xo y f*T(x) existe para todo x de I, entre x,xo si T, y R, estan bien definidos entonces
existe c € I tal que

(o)

Ba(@) = (n+1)!

esta es la llamada forma de Lagrage del residuo

(x — xo)"Jr1

Demostracion. Vamos a definir una funcién

fr )
k!

(v —t)"H!
(x — o)L

Gt)=ft)+> (z —t)* + R, (x)

k=1

tenemos que G es derivable para todo t en I y continua en el intervalo cerrado Iy la derivada de G es:

nor ok k+1 n r— )" (—

k! k! (x — xg)nt!

n k+1 n T — )"
e ="+ kz_: ! k!(t) Sl WRM@ =

fl<t)— — fk+1(t)(a’:—t)k+zfk+1(t)<.’1?—t)k— (n—Fl)(l‘—t)an(x):

= (k)! Pt k! (x — )t
N0 R, D@
ro - fa -+ IO - - BEE R )
P 0= OO )

ntl n z—t)"

O i e = O

por otro lado
" fk(a S L
Gtao) = f(a0) + Y- LI - o)t 4 Ro0) EZ I T 0) + ) = (0

k=1 ’

n k T — )" 1
60) = )+ 3 Lo - o+ muo) EZ — )
k=1

por lo tanto G(zg) = G(x) y segtn el teorema de Rolle existe ¢ € (z, zg) tal que G’(¢) = 0 por lo tanto

e )

(n+ 1D —0o)"
" R, (z) = Ry(z) = 1)

(.’E _ xo)n+1

0=G'(c) (x —c)" —

(x — 20)" !
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Unidad 6. Funciones Derivables Polinomios de Taylor

Ejemplo Use el teorema de Taylor para probar que V x > 0
2 3 2 3

. x s o1 z? 2
+$+5+§<6 < +m+§+§e

Demostracion. Sea x > 0 el polinomio de taylor Tx(x) para f(z) = e” alrededor del cero es:
" 1‘2 661113
ef=14+x+ o + Ry(z) donde Ra(z) = 31

3

con ce€ (0,z)

v _q 22 e‘x
e’ = —l—l‘-l—g-f—?

como 0 < ¢ < x entonces 1 < e® < e® por tanto

2 $3 1,2 661173 :172 ezx3 x2 IES 372 .3

x et
I+t 4+ <l+o+_ -+ <lto++—0— = I+r+ 5+ <e’ <l+a++——

21 3! 2! 3! 2! 3! 2t 3! 2! 3!
O
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