Unidad 6. Funciones Derivables Valor medio generalizado, L “hopital

Funciones Paramétricas '

r=2t—2
y=4—1

Ejemplo Dadas las ecuaciones

el pardmetro t puede eliminarse por igualacion

r=2t—2 t =22 z 42
=

y—d_t = f—dy 5 =4—-y = x+2y—6=0

que es la ecuacién de una recta.
Una representacién paramétrica frecuentemente puede constituir la regla de correspondencia de una
funcién, como en el caso anterior.

Derivada de una Funcion Paramétrica'

Dada una funciéon y = f(z), cuya representacion paramétrica es de la forma

{x:f@)
y=g(t)

dy
vamos a calcular ——, tenemos que

dx
Ay = f(t+A) — f(D)
Ay =g(t+Ay) —g(t)
por lo que
dy gt A) —g(t)  g(t)
& =AM A, = A A ) P

dt
la expresion . se puede calcular despejando t de x = f(t), lo cual no siempre es facil.
x

d
Ejemplo Calculard—y para x =acos t, y=bsen t
x

Solucién En este caso ,
dy g'(t) (acost) —asen t

de — f'(t)  (bsen t)’  bcos t

t+1 -1

d
Ejemplo Calcular—y para x = , Yy
dx t

Soluciéin En este caso ,
dy gt _ (%)

e~ ft) (1)

d
Ejemplo Calculard—y para x = e'sen t, y=e'cos t
x
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Solucién En este caso
dy g'(t) sen t 4 cos t
o —sen t+cos t

de — f'(t) (etcos t)
Teorema del Valor Medio Generalizado de Cauchy.

Teorema 1. Supongamos que tenemos dos funciones f, g las cuales son continuas en un intervalo [a,b],

(etsen t) B

g (Alf () = fa)] = f(c)[g(b) - g(a)]

y diferenciables en (a,b), donde a < b. Entonces existe ¢ € (a,b) »

si f'(c) #0 y f(b) # f(a) se puede escribir

= f(a)g(b) — g(a) f(b)

esta funcion h(x) es continua en [a,b], y diferenciable en (a,b) porque f y g tienen esas propiedades.

Ademas
h(a) = f(a)[g(b) — g(a)] — g(a)[f(b) — f(a)]
b(b) = f(b)[g(b) — g(a)] — g(b)[f(b) — f(a)] = f(a)g(b) — g(a) f(b)
por lo tanto h(a) = h(b) por lo que h(x) cumple las hipotesis del teorema de Rolle, por lo que
= f'(0)lg(b) — g(a)]

Je € (a,b) 5 W'(c)=0 = ¢'(c)[f(b) — f(a)]
O

Una interpretaciéon geométrica del teorema del valor medio generalizado parte del hecho de que dada una

funcion y = f(x), cuya representaciéon paramétrica es de la forma
y=yg(t)

g'(t)

f'(@)

sit € (a,b) con f'(t) # 0 la pendiente de la funcién en el punto (f(t),g(t)) es m =
Supongamos ahora que Va € (a,b), f'(x) # 0. Entonces la conclusion del teorema de Cauchy se puede
escribir ‘e ) (@
g\c g\v)—gla
Jce (a,b) > =
0 e T @
# f(a) entonces existe ¢ € (a,b) para el cual
igual a la pendiente de la recta secante a

Este teorema garantiza que si f'(z) # 0 en (a,b) y f(b
la pendiente de la linea tangente a la curva en (f(c),g(c)) es
19(a)) y (£(),9(b))

través de los puntos finales de la curva (f(a)
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Unidad 6. Funciones Derivables Valor medio generalizado, L “hopital

Regla de L “hopital I

Teorema 2. Supongamos que tenemos dos funciones f,g tales que: son derivables en una vecindad alre-
dedor de un punto xo de su dominio y se cumple

lim f(zx)=0 y lim g(z)=0
Tr—xTo

Tr—xo

supogamos ademas que

A g@
entonces f( ) f( ) f'( )
. X , r) x
M@ 7Y e T v

Demostracion. Caso 1 v — zf, lim f(z)=0 vy 1l'>m g(z) =0, lim @)
Tr—To T—To r—=To g'\T

Sea € > 0 entonces 3 § > 0 tal que si z € (zg, 20 + J) entonces
f'(z)
g'(z)
sea y € (xg, ) y aplicamos el TVM al intervalo [z, z] entonces exite ¢ € (zg,x) talque

fl@) = fly) _ o)
g(x) —gly)  g'(c)

—L’<e

Yy € [zo, 2]

si hacemos y — ¢ entonces
ﬂ@_‘ V@#@
70 M7 e el

esto ocurre V z € (29, xo + J) por lo tanto

@) 5 1@ @)

—L’<e = ‘%—L‘<e

lim ——= e
zLH:vlo g(aj) ﬂclmo g :E) T—T0 gI(CI))
O
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Observacion: La regla de 1 hopital presenta los siguientes casos

(@) lim f(z)=0 y limg(z)=0 6 lim f(x)=4o00 y limg(z)=+0c0 6 —oo (3 casos)
r—«

T T T
(b) a=af, vy, 9, +00, —o0 (5 casos)
!
(¢) lm (=) =L (finito, + 00, 6 —o0) (3 casos)

T g’(x)

de esta manera, la regla de L “hopital cubrira 45 diferentes casos, cada uno de los cuales también pueden
requerir su propia prueba.

Demostracion. Caso 2 x — x , mhggo flx)y=0 y Ilin;ﬂ g(z) =0, Ihgrgo g/(L) =

Sea M > 0 entonces 3 4 > 0 tal que

ro<zr<xT0+d =

Sea y € (xo,z) aplicando el teorema del valor medio generalizado al intervalo (y,x) se tiene 3 ¢ € (y, x)
tal que

por lo tanto

To<T<To+06 = Gt ANy
() = 9(y)
y haciendo y — ¢ se tiene
ro<xr<z9+ = @>M
9(x)
por lo tanto
lim M =+
a0 g(z)
O
. . , sen x
Ejemplo Usando la regla de L “hopital calcular hm+ 5
z—ozy L
Solucién En este caso
iy SER% _ i S5 % _ oo
20+t 22 ~~ a0+ 2T
sen x—0 y x2—0
. 3 . , Inx
Ejemplo Usando la regla de L “hopital calcular hm1 1
z—1 1 —
Solucion En este caso
. Inx , 1
lim = lim £ =1
z—1x —1 ~~ z—1 1
In z—0 y z—1—0
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1—
Ejemplo Usando la regla de L “hopital calcular lim y
=5 COs“ X

Solucién En este caso

, 1l—sen zx , —Cos T 1
lim — = lim = -
=% cos’x ~~ z—% 2cos x(—sen x) 2

l—sen z—0 y cos2z—0
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