Unidad 3. Continuidad Definicién de Continuidad

Continuidad parte 2 I

la® — 1] <2lz[(a—1) a>1 |z|<1

Vamos a probar que

1
n

Demostracion. como a > 1 entonces an > 1 por lo tanto 3\ > 0 tal que a» =1+ )\ y de aqui se tiene

~1
a=(1+A">14+nr=21"2>)
n

por lo tanto

av —1=A< a1
y como |z| < 1 existen enteros tales que
1 <lo| < 1
7l < =
n+1
por lo que
-1 +1
@@ —1<ar 1< 2= < (g-1)—— < 2zl(a—1)
n
O
Ejemplo Demostrar que
lim e* = e®
r—a
Soluciéon Buscando la ¢
Debemos hallar un § > 0 tal que 0 < |z — a|] < § implique |e” — e%| < €
Para esto se tiene que
le” —e?| = |e*(e® ™ —1)] = e® |e® ! — 1| < 2 e*lx—alle—1) < €e* 24 (e—1)
~— ~
la®—1|<2|z|(a—1) |z—a|<d
-8l c
€= (5 ea 2 (6 — 1) entonces 5 = m
Demostracion. Sea § = ;, con esta d se tiene
e 2 (e—1)
€
0< —a|l<d = 0< —a| < —/——<
|z — al |z — al R P
= (e* 2 (e—1))|x—a|<e
= e —e?| <(e* 2 (e—1))|r—al<e
= |e® —e| <€
por lo tanto
lim e = e*
r—a
es decir f(x) = e® es continua en a. O
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Unidad 3. Continuidad Definicién de Continuidad

Ejemplo Demostrar que
lim In(z) = In(a)

r—ra
(14227
a

ln<1+xa)‘<e;s—e<ln<1+xa> <eme <14l ot s el <
a a

Solucién Buscando la § Tenemos que

[In(z) — In(a)| = ‘ln (g)’ =

y si

T —a
<e—1

a a

=sa-(e—l)<zx—a<a-(e—1)

como
—€ € —€ 66_1 €
l—e“<e*"—1 pues 1—e = 6 <e —1
e

Demostracion. podemos definir
d=a-(1—e7°

de esta manera si

O<|z—a|<di=|z—a|l<a-(1-€eY)D=a- (e —1)<z—a<a-(l—e)<a-(e—1)

:>a~(e*€fl)<:177a<a~(eefl)ée*€fl<g<6671:>e*€<1+x_a<e6
a
x x
=>6<ln(f> <6:>‘1n(7)‘ <e=|In(z) —In(a)| < e
a a
por lo tanto
limlnz =1na
T—ra
es decir f(x) =Inz es continua en a. O

Operaciones con funciones continuas'

Teorema 1. Sean f y g funciones continuas en xo. Entonces f+g, f—g,

L . 1 .
xo excepto que la continuidad no existe para — y = si g(xzg) =0
g g

son continuas en

Q [~

y

Q|+~

Demostracion. Como f y g funciones continuas en z( se tiene

lim f(z) = f(zo) y lim g(z) = g(zo)

rT—rTo T—T0o

por lo que

lim (f +g)(z) = lim f(z) +g(z) = lim fz)+ Um g(z) = f(z0) +g(zo0) = (£ +g) (z0)

T—xo T—x0
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Unidad 3. Continuidad Definicién de Continuidad

lm (f —g)(z) = lm f(z) —g(x) = lim f(z) - lm g(z) = f(zo) — g(x0) = (f — g) (o)

Jim (f-9)(x)= Jim f(x)-g(zx) = Jim f(x)- Jim g(x) = f(xo) - g(wo) = (f - 9) (o)

. (f> o) 1 £ N F@)  Fao) @ (o)

w20 \ g a=zo g(z) Mg, g(z)  g(wo)
O
Teorema 2. Si g es continua en xg, [ continua en g(xo) = fog es continua en xq.
Demostracion. Sea e > 0 como [ es continua en g(zg), para este e 3 6’ > 0 tal que
ly —g(xo)] <& = |f(y) = F(G(20))] < Errrereeriiiiiiiieieieeee (1)
y como g es continua en xo para 8 3 § > 0 tal que si
O<|z—mzog<d = |9(x) = g(20) < & i (2)
SI0<|z—mold = |g(@) —glzo)l <" = [flg(x)) = flg(z0))| <e
La primera implicacion por (1) y la segunda por (2)
fog es continua en xg. O
Ejercicio Pruebe que si lim g(z) = yo y f es continua en yy entonces
r—a
Iim f(9(x)) = f(yo) = f (1im g(x))
Demostracion. Definimos .
Glz) = {g(x) st @ #+a
Yo St r=a
se tiene entonces
lim G(z) = lim g(z) = yo = G(a)
por lo tanto
;1_I>r(11 G(z) = G(a)
por lo tanto G es continua en a.
Y como f es continua en yo = G(a) entonces
lim f o G(z) = f o G(a)
r—a
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por lo tanto

lim f o g(a) = lim f(g(x)) = lim f(G()) = F(G(a)) = f(yo) = f (1im g(a)

r—a Tr—ra r—a r—a
O
Ejercicio Demostrar que si h’rf f(z) =yo y g es continua en yg entonces
xr—r+00
Jim g(f(2)) = 9(wo) =9 (xlggo f(l‘))
Demostracion. g continua en yy quiere decir
Ve>030>0, tal que ly—yol <6 = [g(y) —g(yo)l <e (1)
wll)gr_loo f(x) = yo quiere decir
Ve>0IN>0, = |f(x)—yo| <e
en esta ultima desigualdad consideramos ¢ = § por lo que
N>0, = [f(z) =yl <d = lg(f(z)) —g(yo)l <e
1)
por lo tanto
Jim g(f(2)) = 9(yo) =9 (ilggo f(fv))
O
Ejercicio Demostrar que
limaz"=a" reR >0
r—ra
Demostracion. Para esto podemos escribir
o7 = eln(wr) erln(w)
por lo que se tiene
lim 2" = l{m e" In(x) — eh’mmaarln(x) — er In(limg 0 2) _ er In(a) _ eln(a’”) =a"
T—a T—a ~~ N~~~
e es continua In es continua
O
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