Unidad 3. Continuidad Continuidad en intervalos cerrados

Continuidad parte 4.

Lema 1. Teorema de Bolzano Sea f continua sobre [a,b] y f(a) <0< f(b) = 3 z€[a,b] tal

que f(z) =0

Ejemplo Pruebe que todo ntimero real estrictamente positivo tiene raiz n-ésima, esto es, sia € R a >

0, dteRtalquet" =a

Solucién Consideremos la funcion f : R — R dada por f(z) = 2™ — a la cual es continua en R

Casol: 0<ax1
Tenemos que f(0) =0"—a=—-a<0 fA)=1"—-a=1-a>0

Segun el teorema del valor intermedio (Bolzano) 3t € [0, 1] tal que f(t) = 0 estoes f(t) =t" —a

0 = t"—-a=0 = tt"=qa

Caso 2: a>1
fO)=0"-a=-a<0 y fla)=a"—-a=a(a"t-1)>0
.o 3dte0,a] tal que f(t) =0 = t"=a

Ejemplo Pruebe que todo ntimero real estrictamente negativo tiene raiz n-ésima(impar), esto es, si

a€R a>0, dteRtal quet™ =a

Solucién Consideremos la funcion f : R — R dada por f(z) = 2™ — a la cual es continua en R

Casol: —1<a<0
Tenemos que f(0) =0"—a=—a>0 f)=1"—a=1-a<0

Segun el teorema del valor intermedio (Bolzano) 3 ¢ € [0, 1] tal que f(¢t) =0 estoes f(t) =t" —a

0 = t—-a=0 = th"=a
Caso 2: a< —1

f0O)=0"—-a=-a>0 y fla)=a"—a=a(a"'-1)<0
oo 3te0,a] tal que f(t) =0 = t"=a

Ejemplo Sea f: R — R continua y periodica con periodo T' > 0. Probar que existe zy tal que
T
f <330 + 2) = f(o)

Solucién Consideremos la funcion

~

T
o) =1 (43 ) - fa
la cual es continua pues f es continua y ademas

90 =1 (0+75) - 50 =1 (3 )~ 0

i(5)=1(5+3)-1(5)=rm-1(3)=10-1(3)
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T\ . . . .
por lo tanto g(0) y ¢ 3 tienen signos contrarios, por lo tanto segtn el teorema de Bolzano,

Jag € <O,T>, tal que f(zp)=0 = f(xo-i-T) = f(wo)

2 2

Ejemplo Sea f : (a,b) — R una funcién continua. Probar que dada x1, xa, ..., x,, € (a,b) existe xg € (a, b)
tal que

f(wo) = = [f(x1) + f22) + f(z3) + ... + f(2n)]

S|

Solucién Definimos

9(2) = £(@) — = [f(e2) + F(2) + F(@s) + o+ Fan)]

la cual es continua pues f es continua y ademas

9(a) = £(@) = = [f(ex) + f(2) + f(zs) oo )] <O

9(0) = J0) — ~ [F(ea) + F(2) + fas) + o+ Fan)] >0

por lo tanto segun el teorema de Bolzano existe z¢ € (a,b) tal que
. 1
g(z0) =0, es decir f(zo)— o [f(@1) + fz2) + f(23) + ... + f20)] =0
Ejemplo Sean a,b € R tales que 0 < a < by f:[a,b] = R una funcion continua que satisface

gf(@g% Ve ol

S| =

Demustre que existe = € [a, b] tal que

xf(z)=1

Solucion Tenemos que
1
zf(x) =1 equivale a f(x) = -

por lo que definimos la funcién

la cual es continua V x € [a,b] y ademas

S| =

1
g@=fla)=-<0 y g(b)=f(b)~
por lo que segtn el teorema de Bolzano existe g € [a, b] tal que

1
g(zo) =0 es decir f(xg)— = 0 es decir xof(xg)=1
0
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Una funcién Continua en un intervalo cerrado alcanza su valor maximo y minimo.

Teorema 1. f continua sobre [a,b] = existen x1, 3 € [a,b] tales que f(x1) <z < f(x2) V x € [a, b]

Demostracion. Caso 1)  f continua sobre [a,b] = I xzg tal que f(z) < f(z2) V =z € [a,b]

Sea A = {f(z) | « € [a,b]}, como f es continua sobre [a,b] 3 M € R tal que f(z) < M V z € [a,}]
y por lo tanto A esta acotado superiormente.

A% puesac€lab]y fla) <M,y porlotanto f(a) € A

Segun la propiedad del supremo A tiene una minima cota superior, sea o« = sup A. Mostraremos que

f(z2) = a supondremos f(z) # a V = € [a,b] entonces a— f(x) >0V x € [a,b]. Sea g(x) = a—; x €

f(x)
[a, 0]

Como ¢ es continua entonces g esta acotada superiormente en [a,b] es decir 3 N € R, N > 0 tal que
g(x) < NVz€a,lb]

_
o= f(z)

1 1 .
= a-— N es cota superior de Ay o — N < CONTRADICCION

<NVz¢€lab = %Sa—f(x)yporlotantof(x)ga—%Vxe[a,b]

3 x9 € [a,b] tal que f(xz2) = a y por lo tanto f(x) < f(z2) V x € [a, b]
Analogamente f continua sobre [a,b] =  Existe z; tal que f(z1) < f(z) V 2 € [a, b] O

Ejemplo Supongase que f es continua en [a, ] y sea x un numero cualquiera. Demostrar que existe un
punto en la grafica de f que es, entre todos el mas proximo a (z,0)

(x, 0)

Demostracion. Sea d(z) = \/(z — x)2 + (f(2))?, la distancia de un punto (z, f(z)) sobre la gréfica
de la funcién al punto (z,0) tenemos que d es continua ... 3 21 € [a,b] tal que d(z1) < d(z)
Vz € [a,b] O
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