Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Conjuntos Densos I

Definicién 1. Se dice que un subconjunto S de un campo ordenado F es denso si:

Vabe F, Jx€ S tal que a<z<b

Teorema 1. (Densidad de los Numeros Racionales Q en F) Los mimeros racionales forman un subcon-
junto denso en un campo ordenado arquimediano F

Demostracion. Suponga que F es un campo ordenado arquimediano y dados a,b € F' con a < b se tiene
que

(a)b—a>0

(b) 3n € N tal que

1
—<b—a = 1<(b—ajn = 1<bn—an
n

segiun el resultado anterior 3 m € Z tal que

m
na<m<nb = a< —<b
n

por lo tanto los nimeros racionales forman un subconjunto denso en un campo ordenado F O

Teorema 2. En un campo ordenado arquimediano, los numeros irracionales forman un subconjunto
denso de F

Demostracion. Sean x,y € F tal que z < y aplicando los reultados antariores tenemos que existen
racionales r, s € F' tales que
r<r<s<y

si por otro lado consideremos el nimero
s—r
V2
se tiene entonces que este nimero es irracional por ser el producto y la suma de un ntimero racional con
un nimero irracional

T+

También
<r4+ s
r
V2
y como
LA = r+ 1<
s—1 r S
V2 V2

por lo tanto dados z,y € F' existe un nimero irracional z, tal que r < z < y O

Teorema 3. Si S es un subconjunto denso de un campo ordenado F, entonces entre cualesquiera dos
elementos de F existe una infinidad de elementos de S.

# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral I 1



Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Demostracion. Sean a,b € F' tal que a < b al ser S denso se tiene que existe z € S tal que
a<z<b
si x € S entonces x € F' y podemos aplicar lo anterior de tal manera que existe x; € S tal que
a<ri<x<b
si 1 € S entonces x1 € F' y podemos aplicar lo anterior de tal manera que existe zo € S tal que
a<zog<wp<xT<b

continuamos este proceso tantas veces como queramos.
De esta manera encontraremos una infinidad de elementos de S entre a 'y b O

Propiedad de Completez.

Definicién 2. (1) Si A es un subconjunto de un campo ordenado F y u € F, se dice que es una cota
superior de A si,

VeeA se cumple ©<u

(2) Andlogamente, Si A es un subconjunto de un campo ordenado F y u € F, se dice que es una cota
inferior de A si,
VeeA se cumple ©>u

(8) Si A es un subconjunto de un campo ordenado F yu € F, se dice que u es un mdximo de A si,
ueA y VaeeA se cumple x<u

(4) Si A es un subconjunto de un campo ordenado F y u € F, se dice que u es un minimo de A si,
u€eA y VreA se cumple x> u

Un subconjunto A de un campo ordenado F se denomina acotado superiormente (respectivamente acotado
inferiormente), si A tiene alguna cota superior (respectivamente inferior). Se dice que A es acotado si lo
es superior e inferiormente.

Ejemplo El conjunto Rf = {r € R|0 < x} No esta acotado superiormente ya que no existe ningtin
nimero real g tal que x < 8 Vz € Rg' . No obstante dicho conjunto esta acotado inferiormente pues
todo nimero real negativo « es cota inferior de RS’ va que se cumple a < 0 <z Vz € RE)".

1
Ejemplo { |ne N} Tiene cota inferior = 0, tiene cota superior = 1
n

Tiene maxr =1, No tiene min

1
Ejemplo { |neZ y n# 0} Tiene cota inferior = —1, tiene cota superior= 1
n

Tiene max = 1, tiene min = —1

1
Ejemplo { -+ (="
n

n e N} Tiene cota superior= > tiene cota inferior= —1

. 3 . .
Tiene max = > no tiene min
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