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Propiedad de Completez (Parte 2) I

Definicién 1. (1) Si A es un subconjunto de un campo ordenado F y u € F, se dice que es una cota
superior de A si,

VexeA se cumple v <u

(2) Andlogamente, Si A es un subconjunto de un campo ordenado F y u € F, se dice que es una cota
inferior de A si,
VeeA se cumple ©>u

(8) Si A es un subconjunto de un campo ordenado F yu € F, se dice que u es un mdximo de A si,
ueA y VreA se cumple x<u

(4) Si A es un subconjunto de un campo ordenado F y u € F, se dice que u es un minimo de A si,
ueA y VereA se cumple x> u

Proposicion 1. Todo subconjunto no vacio y finito de un campo ordenado F, tiene un elemento mdzximo

Demostracion. Sea S C F, S # () y S finito. Esto es existe n € N tal que
S ={z1,22,...., 2.}

Para demostrar que S tiene un elemento méximo procedemos por induccion sobre el niimero de elementos
de S.
Para un conjunto con un solo elemento se tiene S = {x1}, en este conjunto S se tiene 27 < x; por tanto
Vze S,z <z porlotanto x1 = max S
Supongamos que un conjunto
S ={z1,22, ..., 2}
tiene un elemento méaximo y lo llamamos u = méax S
Vamos a comprobar que el conjunto

S ={z1,22, ..., T1} U{$k+1}

tiene un elemento maximo.
Considemos el v = max{u, 41} en este casov € SyademasVze S, z<wv
Por lo tanto

S ={x1,22, ey T, Tnt1}

tiene un elemento maéaximo. O

Definicion 2. Sea F un campo ordenado.
(a)V a,b € F definimos un intervalo como el conjunto

[a,b) ={x € F|a<xz<b}

) (a,b)={zeF|a<z<b}
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(¢) (a,b]={zeF|a<z<b}
(d) [a,b)={zeF|a<z<b}
(e) (—o0,b)={xeF|z<b}
(f) (o0 b ={z e F|z<b}
9) (a,+00
h) [a,+o0

={zxeFla<uz}
={zxeFla<uz}

( )
( )

(1) (—o0,4+0)=F

Axioma del Supremo.

Definicién 3. Suponga que F es un campo ordenado y A C F. Decimos que un elemento u € F es

(1) Minima cota superior (supremo) de A, si u es una cota superior de A y para toda cota superior v de

A se tiene u < v. Lo denotamos
sup A

(2) Mazima cota inferior (infimo) de A, si u es una cota inferior de A y para toda cota inferior v de A

se tiene v < u. Lo denotamo
inf A

Awxioma del Supremo Si F es un campo ordenado y A C F' es no vacio y acotado superiormente, entonces

existe sup A.

Ejemplo Sean a,b € F donde F' es un campo ordenado entonces inf(a,b) = a

Demostracion. En este caso tenemos que a es cota inferior de (a,b).
Suponemos que v es cota inferior de (a,b), entonces debe ocurrir que v < a.

Para demostrar que esto sucede, vamos a suponer que ocurre lo contrario, es decir v > a.

a-+b
Por un lado se tiene que +

€ (a,b) y ademas

a+b

a<v< <b

. a+v .
Por otro lado consideramos ¢ = —— y se tiene que

b
a<c<v§%<b

por lo que ¢ € (a,b) y ¢ < v lo cual es falso pues v es cota inferior de (a,b), por lo tanto v <a O
Ejemplo Hallar el méximo, minimo, supremo e infimo de A para A = (-1, 3]
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Solucién En este caso
—1 es una cota inferior, pues —1 <z, Vaxe€ A
3 es cota superior, pues 3 > x, Yx € A

. ’ . . ’ x
No tiene un valor minimo, pues si * = min A entonces z < a, Ya € A pero y = es tal que

—l<y<az<3porlotantoy € Ay y < z (Falso pues x=min A). Por lo tanto A no tiene “minimo.
3 es maximo, pues 3>z, Vx e A

Cotas Inferiores

Maximo

| Ny
—-1¢ (-1,3]

Cotas Superiores

Ejemplo Hallar el méximo, minimo, supremo e infimo de A para A =[-1,3)

Solucién En este caso
—1 es una cota inferior, pues —1 <z, Vz e A
3 es cota superior, pues 3>z, Vz € A

. . . , 3+x
No tiene un valor maximo, pues si x = méx A entonces x > a, Va € A pero y = es tal que

-l <z <y<3porlotantoy € Ay x < y (Falso pues x=mdx A). Por lo tanto A no tiene
‘maximo.
-1 es minimo, pues -1 <z, Vze€ A

Cotas Inferiores

3¢ [-1,3)

—1 € [-1,3), Minino W

Cotas Superiores

Ejemplo Hallar el maximo, minimo, supremo e infimo de A para displaystyle A = {% | z > 0}

Solucién En este caso
Siz=- =
2
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1 1
b
2

Por lo tanto al tomar valores positivos cercanos a cero se tiene que A no esta acotado superiormente
0 es cota inferior, pues 0 <z, Vo€ A

1 1
No tiene un valor minimo, pues si — = min A entonces — < a, Ya € A pero y = 1 es tal que
x x
1 1 1 1
0<y=——<—porlotantoy € Ay y < — (Falso pues — = min A). Por lo tanto A no tiene
o+l oz T T
“minimo.

No tiene méaximo.

Teorema 1. Suponga que F es un campo ordenado y A C F. Si A es no vacio y acotado inferiormente
entonces eziste inf A.

Demostracion. Sea m una cota inferior de A y H el conjunto de las cotas inferiores. H es no vacio pues
m € H. H esta acotado superiormente por cualquier elemento de A. Por tanto segin el axioma del
supremo, existe sup H.

Sea p el supremo de H. Entonces p = inf A pues

1) Vx € A se verifica u <x (u es cota inferior)

2) Vye H y < u.Pues u=sup H Por tanto pu es el infimo de A. O

Teorema 2. Suponga que F es un campo ordenado y A C F. Si A es tal que sup A existe, entonces
sup A es inico

Demostracion. Supongamos que sup A =S5y sup A = B entonces S < B por ser B =sup 4
B<SporserS=sup A . S=B O

Teorema 3. Suponga que F es un campo ordenado y A C F. Si A es no vacio y acotado superiormente,

entonces
Ha<M VeeA

M=suwp A < {2)V€>O eriste v € A tal que M <xz+e¢

Demostracion. = Sea M = sup A entonces

1) se cumple por definiciéon de supremo

para 2) supongamos que existe ¢ > 0 tal que Ve € A, M > x+e,esdecira <M —¢, Yo e A . M—¢
es una cota superior de A y se tiene que M — e < M por tanto M no puede ser entonces supremo de
A CONTRADICCION.

< Supongamos que se cumple 1) y 2) Por reduccion al absurdo supongamos que M no es el supremo
de A

por 1), M es cota superior de A. Sea M’ < M una cota superior y tomamos ¢ = M — M’ entonces si M
cumple2) M <zx+4+e = M<z+M-M = M <z paraalginzx CONTRADICCION.
Pues M’ es cota superior de A. . M =sup A. O

Teorema 4. Suponga que F es un campo ordenado y S C F es tal que S # (), S acotado superiormente
ya€eF.Si
a+S={a+z|zeS}

probar que sup (a+S)=a+sup S
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Demostracion. Por el axioma del supremo existe sup S sea p = sup S por lo que tenemos que
r<u VeeS=a+z<u+a Vres

por lo que p + a es cota superior de a + .S lo que implica que sup (a+S5) <a+p
Sea V' una cota superior de a + S por lo que

a+2x<V VeeS=2zx<V-a VeeS=pu<V-a=a+uV

por lo que a + p es la menor de las cotas superiores de a + S . sup (a+S)=a+p=a+sup S O

Definicién 4. Un campo ordenado F es completo si satisface:
Propiedad de Completez Todo subconjunto A no vacio de F' que este acotado superiormente, tiene una

minima cota superior (sup A) en F.
Numeros Reales R '

Definicion 5. FEl conjunto de nimeros reales es un campo ordenado completo y arquimediano. Denotado
por R
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