Unidad 5. Derivada Razon de Cambio

Razén de cambio '

Al definir la derivada de una funcién y = f(x) en un punto fijo z2, se tiene

Fas) = lim f(z2) — f(z1)

T1—T2 To — X1

Si & cambia de z; a x5 tenemos que
Ax =19 — 21

(21, f21)) y el cambio correspondiente en y es:
Ay = f(x) — f(x1)

El cociente de las diferencias

flzz2) ]

fla ) (x2, f(z2)) Ay flza) = flz1)

Az To — T

se llama razén de cambio promedio de y
con respecto a x en el intervalo [x7, z2]

y se puede interpretar como la pendiente
de la linea secante PQ.

Al escribir

o flz2) = f(@)
T1—T2 To — I

nos estamos refiriendo a la razon de cambio instantanea de la variable y cuando se consideran cambios
cada vez mas pequenos en la variable x. Podemos decir que con este limite se busca una razén de cambio
instantanea de la variable y con respecto a la variable x

Ejemplo En Fisica

s
representa

As
At

Si f(t) = s es la funcién de posicién de una particula que se mueve en linea recta,
la velocidad promedio At y
ds —
v=2_ 1m f(@2) — fz1)
dt T1—T2 To — X1

representa la velocidad instanténea

Ejemplo Dada la ecuacién de movimiento rectilineo

3
=312
s +t

Hallar la velocidad promedio entre ¢ =4 y t = 6 y hallar la velocidad instantanea en ¢t = 4

Solucién En este caso para la velocidad promedio tenemos que

s(ta) —s(t1) _ s(6) —s(4) (216 +3) — (64+3)
bt 6-4 - = 75,875
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En este caso para la velocidad instantanea tenemos que

t)—s(4) t*+32—(64+3 3 —43) - (3 -3 t—4)(t? + 4t +1 i—1

lim S( ) S( ) _ t ( + 4) = lim ( ) (4 t) = lim ( )( + + 6)734 t

t—4  t—4 t—4 t—4 t—4 t—4 t—4 t—4
t—4 , .9 B 3 765

=lmt®+4t4+16 -3 ——
7+ 416 =3

Ejemplo El radio en centimetros de un globo esférico que se esta inflando, después de t minutos esta

dado por
r(t) =3Vt+8, donde 0<t<10

. Cual es la razén de cambio en t = 8 en

(a) 7(t)
(b) El volumen del globo
(c) El area de la superficie esférica

Solucién Par el inciso (a) se tiene
., r(8+h)—r8) . 3vV16+h—3vV16
hm —_— = hm
h—0 h h—0 h

Usamos la identidad algebraica

1 1 xr—y
T3 —Ys = — 11 2
y tenemos entonces que
lm 3\3/16+h—3\3/16_311,m (16 +h) — 16 3 1
h=0 h((16 + h)3 + (16 4+ h)3165 +163) 3-165 163

h—0

Para el inciso (b) tenemos que el volumen de la esfera es
4 3
v=—7r
3

ahora bien con este volumen y el radio dado obtenemos
4
v = §W(3\3/t + 8)% = 367(t + 8)

luego entonces la razén de cambio instantanes es:
1 v(8 4+ h) — v(8) — lm 367 (16 + h) — 367(16) 367 lim
h—0 h h—0 h h—0
Para el inciso (c) tenemos que el area de la superficie esférica es

16 +h — 16
;23677

v = dmr?
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ahora bien con esta area y el radio dado obtenemos
a=A4r(3Vt + 8)% = 36m(t + 8)3

wlno

luego entonces la razén de cambio instantanes es:

2 2 2
36m(16+1)% —36m(16)% _ . . (16+0)5 16

lim w — {m
h—0 h h—0 h h—0
2 2
(a6+m#) = ((6)}) ((16+m)t —16%) (164 )% +16%)
= 367 lim = 367 lim
h—0 h h—0 h
(16 + h)5 + 163 247
163

= 367 lim 5 — 5
h—=0 ((16 + h)3 + (16 + h)3163 + 163)
Teorema 1. Si f: D C R — R es diferenciable en xo entonces f es continua en x

Demostracion. Yx € D con x # xg se tiene que

lim
T—To r — X

por lo tanto
Jim ) = 7o) = Jim KT oy = () i (0= o) = f1G00) 0= 0
por tanto
lim f(2) = f(z0) =0= lim f(z) = f(zo)
O

y f es continua en zg
Ejemplo El reciproco de este resultado no es cierto, para comprobarlo considere la funcién

_Jzsen(2) si x#£0
f(””)_{ 0() si x=0

comprobemos que f es continua pero no diferenciable en xy = 0.

Demostracion. Primero comprobemos que f es continua en xg = 0 para eso tenemos que

ilg%f(x) :iii%zsen (;) =0= f(0)
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por tanto f es continua en cero.
Para comprobar que f no es diferenciable en cero tenemos que

1
£(0) = lim f@) = /(0) = lim % = lim sen (i) el cual

x—0 x—0 x—0 x x—0

por lo tanto
o T@) = F(20)

z—0 T — X

por lo tanto f no es diferenciable en zg =0 O

Ejemplo Considere la funciéon

xzsen% si ©#0
f(x):{ O() st z=10

Para comprobar que f es diferenciable en cero tenemos que

Demostracion.
— 2 =
£(0) = tim L@ =FO) 2 % (2) _ i 2 sen <> —0
x—0 r—0 x—0 x x—0 x
por lo tanto
z—0 r — X
por lo tanto f es diferenciable en zy =0 O

Ejemplo Considere la funcién

St

_Jz® st zeQ
Esta funcion es continua solo en zg = 0 pues

{h’mgc_m 22=0 si ze€Q

lim = lim, ,00=0 si I¢Q:f(0)

por lo tanto es continua en cero.
Para comprobar que f es diferenciable en cero tenemos que

Demostracion. (@) 0 )
, — f(0 lim =0 si z€EQ
/ 0) =1 f - f — x—0
f10) = lim lfm, 00 =0 si 2¢Q

por lo tanto

z—0 xTr — {EO
por lo tanto f es diferenciable en zy =0 O
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Ejemplo Hallar f'(zq) para f(z) = In(z) definida Vo € RT

Solucién tenemos que

f'(z0) = lim f@) = flwo) _ o In(@) —Inzo) _

Tr—>T0o T — J,‘O Tr—To xr — J,‘O T—T0o

1 1
_ P _ P

lim ln<1+x x0> ln<h'm (1+$ :c()) >ln lim

rT—TQ ity) rT—TQ uty) T—To

L 1
In (6 0) = ;0
Ejemplo Hallar f'(z¢) para f(z) = e definida Vz € R

Soluciéon tenemos que

_ T _ oTo
f(wo) = tgn IO ZT@) _ g, 2y
Tr—To €T — xo r—x0 T — [L‘O T—To
= €7 lfm ——F— — ™0 Ifm ———
~— y—0 In(1 4 y) y—0 In(1+y)
y=e*~ %0 —1=In(y+1)=z—x0 Y
= "0 1 = e"° !
1

In (Hmyﬁou ¥ y)a) In(e)

et~ —1 e*7% — 1
=e" lim —
T — X9 T—xTo X — T
1 1
%0 1im - = e .
v=0In(1+y)v lim, oIn(1+y)v
1
= To _ = o
er]=e
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