Funciones Inyectivas, Suprayectyivas, Biyectivas

Funciones

Definicion 1. Sean X, Y C R dos conjuntos no vacios. Una funcion f del conjunto X en el conjunto
Y es una regla de correspondencia que asocia a cada elemento x € X un inico elemento f(x) € Y. La
notacion para una funcion es:

f: X—>Y

Definicién 2. FEl conjunto
(f)={zeX |3 fl@)=yeY}

es llamado el dominio de f, se denota D(f)

Ejemplo Sea f:R — R dada por

Encontrar el dominio de f.
Solucién En este caso se tiene que
1
y=f(z)eR & mER S r—-4#0 & z€(—00,4)U(4,00)
por lo tanto
O(f)={zeR |z #4} = (-00,4) U (4,00)}
Definicion 3. El conjunto Y es llamado el codominio de f.

Definiciéon 4. El conjunto
R(f)={f(x) eY [z €D(f) C X}

es llamado el rango de f. El rango de una funcion es un subconjunto del codominio.

1
r—4

Ejemplo Encontrar el rango de la funciéon f(z) =

Solucién En este caso

fﬁ(f)={y=xl4€ Y

ze (—oo,4)U(47oo)}

Tenemos que

1 1 4
= z—-4=- = z= y+1
x—4 Y y

Por lo tanto

4y + 1 4y + 1 ., 4y + 1
= E(oo,4)U(4,oo)¢>y€{y€R| Y <4} oye{y€R| i >4}
Yy Yy Yy
4y +1 4y +1
& ye{yeR‘ yy <4}U{yeR' yy >4}
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4 1-4 4 1-4
o ye{yeR\W@}U{yeR'wm}

= ye{yeR|y<0}uU{yeceR |y >0}

&y € (—o00,0)U(0,00)

Por lo tanto
R(f) = (—00,0) U (0,00)

Definicién 5. Dos funciones f: X —Y yg: X' =Y’ se dice que son iguales si
X=X, Y=Y, y Vaoe X, f(x)=g(x)

Definicién 6. Funcion acotada
Se dice que f : X — 'Y estd acotada si el conjunto de nimeros reales f(X) estd acotado; es decir, eziste
k>0 tal que |f(z)| <k Vx e A

1
Ejemplo Sea f: X — Y dada por ——
T

T Vamos a comprobar que f es acotada

Solucién En este caso tenemos que

1
?>0VzeR = 2°4+1>1 = —<1 = -1<0<—5—<1
T 1 T 1
por lo tanto
1
—— <1
2 +1 ‘
por lo tanto f es una funcion acotada
Definicién 7. Funcion Par
Una funcion f: X =Y se dice que es par si f(z) = f(—z) Vz € R
1
Ejemplo Sea f: X — Y dada por e Vamos a comprobar que f es par
x
Solucién En este caso tenemos que
1 1
(=) (—z)2+1 2241 f(@)
por lo tanto f es una funcién par
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Definicion 8. Funcion Impar
Una funcion f: X =Y se dice que es impar si f(x) = —f(—x) Vo € R

Ejemplo Sea f: X — Y dada por . Vamos a comprobar que f es impar

Solucion En este caso tenemos que

por lo tanto f es una funcién impar

Definicién 9. Funcion Periodica

Una funcion f: X =Y se dice que es periddica si 3T > 0 tal que f(z +T) = f(z) Vz € X. El nimero
T es el periodo de la funcion

Ejemplo Sea f : X — Y dada por f(z) = x + [z]. Donde [z] denota al mayor entero < x. Vamos a
comprobar que f es periddica

Solucién En este caso tenemos que
z€(1,2) = [z]=1 = z—[z]=2—-1
por ejemplo
xr=15€(1,2) = [1,5]=1 = z—[z]=15—-1=5
mientras que
x€(2,3) = [2]=2 = z—[z]=2—-2
por ejemplo
xr=25€(1,2) = [25]|=2 = z—[2]=25—-2=5

por lo tanto f(x) = x — [z] es una funcién periddica

Definicién 10. Funcion Monotona
Una funcion f : X — Y se dice que es mondtona creciente si para dos puntos arbitrarios x y x’ de X
tales que x < ' se verifica: f(x) < f(a'). Estrictamente creciente si f(z) < f(z'). Va,2’ € X

Ejemplo Sea f : X — Y dada por f(z) = z°. Vamos a comprobar que f es monotona estrictamente
creciente

Solucién En este caso tenemos que

r<z = ¥ <t = f(x) < f(x)

3

por lo tanto f(z) = 2* es una funcién monotona estrictamente creciente

Definicién 11. Funcion Monotona
Una funcion f : X — Y se dice que es mondtona decreciente si para dos puntos arbitrarios x y ¥’ de X
tales que x < x’ se verifica: f(x) > f(z'). Estrictamente creciente si f(x) > f(a'). Va,2’ € X
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1
Ejemplo Sea f : X — Y dada por f(xz) = —. Vamos a comprobar que f es monotona estrictamente
x

decreciente

Solucion En este caso tenemos que

r<xr = %<é = f(x1) < f(x)

1 . . .
por lo tanto f(xz) = — es una funcién monotona estrictamente decreciente
x

Definicién 12. Funcion Constante
Una funcion f: X =Y se dice que es constante si f(x) =c Vo € X

Ejemplo Sea f: X — Y dada por f(x) = 5. Vamos a comprobar que f es cosntante

Solucién En este caso tenemos que

v <y = f(x)=5=f(z1)
por lo tanto f(x) =5 es una funciéon constante

Definicién 13. Funcion Identidad
Es una funcion f: X =Y tal que f(z) =x Ve € X

Definicién 14. Funcion Caracteristica
Si S es un subconjunto de X se define en X una funcidn real llamada funcion caracteristica del conjunto

S
1 z€8

Xs: X =Y como Xs(x)—{o v ¢S

Definicién 15. Funcion Polinomial
Se designard con el nombre de funcion polinomial a cualquier funcion cuya regla de correspondencia esté
dada por una formula del tipo

-1 —2
f(@) =anx™ + an_12"" " Fap_ox™ "4+ 4 ag
donde n es un nimero natural o cero y los coeficientes a; son niumeros reales.

Definicién 16. Funcion Racional
Se designard con el nombre de funcion racional a cualquier funcion cuya regla de correspondencia esté
dada como el cociente de dos polinomios

AnT™ + Gp 12"+ a0z 24+ - 4 aqg
b T™ + by 1™ 4 by _ox™ 2 + - + by

fz) =

f estd definida para todos los valores de © en los que no se anula el denominador.
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Definicién 17. Funcion inyectiva 6 uno-uno
Una funcion f: X — Y se dice que es inyectiva ¢ uno-uno si:

Dados x1,x2 € Domy tal que f(x1) = f(z2) = 21 = 22

Equivalentemente, mediante la implicacion contrarreciproca, podemos decir Una funcion f : A — B se
dice que es inyectiva, biunivoca ¢ uno-uno si:

Vx,20 €A tal que m # xo = f(x1) # f(z2)

Ejemplo Sea f: R — R dada por f(z) = 2.
Para ver que f es inyectiva

Sean x1,x2 € Domy tal que f(x1) = f(z2) =2x1 =220=21 =22 .. f es inyectiva

Definiciéon 18. Funcion Suprayectiva ¢ Sobreyectiva
Sea una funcion f: X =Y. Si ocurre que R(f) =Y. Esto es

f: X =Y es sobreyectiva & Vy € Y, JzeX > flx)=y
Ejemplo Sea f: R — R dada por f(xz) = —z + 1. Para ver que es suprayectiva tenemos que
VyeR = y=f(z) = y=—-2+1pazeR = z=1—y

por lo tanto
f@)=fl-y=-1-y+l=-1+y+l=y

y f es sobreyectiva

Definicién 19. Funcion Biyectiva
Sea una funcion f : X — Y. Si ocurre que R(f) =Y. Y ademds f es uno-uno, se dice que f es biyectiva

Ejemplo Sea f: R — R dada por f(z) = —z + 1. Para ver que es inyectiva tenemos que
Sean x, 1 €R, 5 f(z)=f(z1) = —cs+l=-01+1 = —z=—-21 = z=u

y por lo tanto f es inyectiva.
Para ver que es suprayectiva tenemos que

VyeR = y=f(z) => y=—-2+1pazeR = z=1—y

por lo tanto
f@)=f0l-y=-1-y+l=-1+y+1l=y

y f es sobreyectiva y en consecuencia f es biyectiva
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