Funciones Sucesiones

Sucesiones parte 5 I

Lema 1. Sea a > 1. La funcion f : Q — R dada por f(r) = a” es estrictamente creciente en Q y si
0<a<1. La funcion f:Q — R dada por f(r) =a" es estrictamente decreciente en Q

Demostracion. Supongamos que a > 1. Sea 7 < s € Q. Entonces existen m,n € Zy p € N tal que

m n .
r=—ys=— conm < n.Se tiene entonces que
p

a" "m>a>1 = a"=a"ad""" >a"

Como la funcién f(z) = \/z es estrictamente creciente en [0, +00) se tiene que
(am)% < (a")% = a =ar <ar =a°

por lo tanto f es esctrictamente creciente

1
Si 0 <a <1, definimos f(r) = a" = - por lo que

()

1
a<l = 1<—- = dmmn €Z y pe N, tal quer:mys:
a p

G @)= 6 -0 6 -6

Como la funcion f(z) = /T es estrictamente creciente en [0, +00) se tiene que

(@) <(E)) grmr = ~wrwr

por lo tanto f es esctrictamente decreciente

n
p

tal que

O

Lema 2. Dado un x € R, existe una sucesion monotona decreciente (r,)nen de nimeros racionales tal
que

lim r, =z

n— oo
Demostracion. Sea x € R, por la densidad de Q en R, existe 71 € Q tal que z — 1 < r; < z.
Existe también ro € Q tal que

1
méx{z — 577’1} <rg <z

. Existe también r3 € Q tal que

1
méx{z — g,?"g} <rg<x

. Continuando este proceso Existe también ri; € Q tal que

el — ok < i <
max{r — ——,r T T
L + 17 k k+1
. Se tiene que por construccion, (r,),en €s una sucesién de nimeros racionales estrictamente creciente
que converge a X. O
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Funciones Sucesiones

Lema 3. Seaa >1yx €R. Si (ry)nen €s una sucesion monotona creciente de nimeros racionales que
convergen a x, entonces ('), .y converge

Demostracion. Sea a > 1y x € R. Supongamos que

lim r, =x
n—oo
) o . . r .
Como f: Q — R dada por f(r) = a” es estrictamente creciente, entonces (a ")nen €8 monotona estric-
tamente creciente.
Si r € Q es un numero racional tal que
r, <ax<r

entonces

a™ <a” = (a"™),cy es acotada superiormente = (a"™), .y es convergente

Definicion 1. Sea a > 1. Entonces V x € R definimos

a® = lim a™
n—oo
donde (1,,)neN €s una sucesion monotona estrictamente creciente de nimeros racionales que convergen a
x

Si0<a< 1, entonces a=t > 1 y por tanto ¥V = € R definimos

a =
(a=1)*
De manera que
1 1
1/ Tn — 1’ = = = aq%
ng:goa n1—>n;o (a_ )r" lim,, oo (a—l)r" (a—l)x “
Porlo tantoVa>0yVaxelR
a® = lim o™

n— oo

Teorema 1. Sea a > 1. Entonces la funcidn exponencial f(x) = a® es estrictamente creciente V x € R

Demostracion. Sean z,y € R, tal que z < y, existen un racional ¢ tal que x < ¢ < y.
Sean (r,,) v (s,) sucesiones de numeros reales tales que

limr, =2 gy lim s, ==
n—oo n—oo

Por otro lado
T LrT<qg<s, <Y

como f(x) = a” es estrictamente creciente en QQ entonces
a™ < a? <a'"

tomando limites

a® = lim a"™ <a? < lim o’ = a¥
n—r oo n—oo
por lo tanto a® < a¥ por lo tanto la funcién es estrictamente creciente O
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Teorema 2. Sean a,b > 0. La funcidn exponencial satisface:

(a) a® =1

(b) a*a¥ = a®™

(c) o =a"
a

(d) (ab)® = a”b”

(e) o~ = (aa:i—l — (a—l)x

0 (G) =%

Demostracion. Para el inciso (a) consideramos la sucesion de término general r, = 0, V € N y se tiene
entonces que:
a’= lim o™ =1
n—oo

Para el inciso (b) consideramos sucesiones monotonas crecientes (7, )nen ¥ (Sn)nen tales que

lmrp,=2 y lims,=y
n—roo n— oo

se tiene entonces que
lim r, +s, =x+y

n—oo
por lo tanto
a®aV = lim o' lim o = lim a™a® = lm o™ 15" = " 1Y
n—oo n—oo n—oo n—oo

Para el inciso (c) tenemos que

am

a® Yoy =a® = a7V = — a¥ #£0
a

Para el inciso (d) consideremos a,b € R. Sea (r,)nen una sucesion monotona creciente de nimeros
racionales que convegren a x. Entonces

(ab)® = lim (ab)™ = lm a"™ lim b = a"b”
n—00 n—00 n—00

Para el inciso (e) consideremos a,b € R. Sea (r,)nen una sucesion monotona creciente de nimeros
racionales que convegren a x. Entonces

_ 1 0
(a—l)f” = lm (a_1)rn = lim (a™) = = 4 _g0r g
nree n—roo lim,, o0 a™ a*
_ _ 1 0
@) = lm (@) e =L e g
n—o0 hmn—>oo a’™ a®

Para el inciso (f) consideremos a,b € R. Sea (r,)neny una sucesiéon monotona creciente de nimeros
racionales que convegren a x. Entonces

(%)Z _ (abfl)m _ aa:(bfl)z _ am(bz)fl _ 2‘7
O
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Sucesiones

Teorema 3. Sea a > 1 yx € R. Si (t,)nen s una sucesidn monotona decreciente de nimeros racionales

que convergen a T, entonces

lim a'™ = a®

n—oo

Demostracion. Definimos la sucesion
ry, = 2r —t,

Se tiene entonces que r, — x y r, es monotona creciente, por lo tanto

) . ) - ) a2w a2w
lim a'» = lim a » = lim

n— o0 n— o0 n—oo q''n lim,, o0 ™

O

Teorema 4. Sea a > 1 y x € R. Si (zp)nen €s una sucesion de nimeros reales que convergen a I,

entonces

lim a*" = d”
n—oo

Demostracion. Tenemos que existen sucesiones (7,,)nen ¥ (Sn)neny monotona creciente y decreciente de

nimeros racionales respectivamente tal que

lim o« =a® y lim 0™ =d”
n—oo n—oo

Como la funcion f(z) = a® es estrictamente creciente, sea € > 0 entonces existe n; € N tal que

a® —e<a™m <ad®* <a™ 1 <ad®+e

Por otro lado

Tny << Sp,, Y como x, = entonces Ang €N tal que n>ny = 14, <Tp < Sy,

Como la funcion f(z) = a® es estrictamente creciente

n>ny = a®—e<a™m <a® <a"™r <a®+e —|a" —ad"| <e
por lo tanto
lim o =a”
n—oo
Si0 < a<1setiene que a~! > 1y aplicando lo anterior se tiene
1 1
lim a”* = lim = = =a”
n—00 n— oo (a_l)w" lim,, oo (a—l)x" (a_l)z

Ejemplo Use lo anterior para mostrar que la sucesiéon

V2, \/ﬁ \/ 2@,

tiene limite
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Demostracion. Para esto se tiene que:
1

a1 =2%, as = (2~2%)2 =24, a3 =2%,..., a, = 277 por tanto

. oot lim 21 1
Iim a, = lim 2727 =2"Mnroee 7m0 = 2" =2
n—oo n—oo
O
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