Funciones

Sucesiones

Sucesiones parte 6 I

Definicién 1. Suponga que (a,)nen es una sucesion de nimeros reales. Se dice que
(an)nen diverge a + oo ( lim a,, = +oo> st
n—oo

VM>0,dngeN s n>ng = a, > M

Ejemplo Pruebe que

3n? —2n n
m — = (0.}
n—oo Hn + 23
Demostracion. Vamos a mostrar que
eN es tal >y = S 2n >
n, es tal que n>n _—
0 e =T = S 03
en este caso se tiene
3n2—2n>3n—2 > 94
, St n>
on + 23 6
por otro lado
3n—2 6M + 2
”6 >M & 3n—-6>6M < 3n>6M+2 < n> 3+
De manera que proponemos
6M + 2
ng > mMax {247 + }
3
y por lo tanto
6M + 2
n>ny = n> * y n=>24

= 3N>6M+2 y n>24

= 3n—-2>6M y n>24
3n —2

>M y n>24

3n2 —2n
6n
3n% —2n 3n2 —2n

>M y n>24

mr2s © o M
Por lo tanto
lim M = 400
n—oo bn + 23
O
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Definicién 2. Suponga que (an)nen €s una sucesion de nimeros reales. Se dice que
(an)nen diverge a — co ( lim a,, = foo) si
n—oo
VM>0 dngeN 23 n>ny = a, <-—-M
Ejemplo Pruebe que
. 1—n
lim =—00
n—oo n
Demostracion. Vamos a mostrar que
€N es tal Sy = ey
n, es tal que n >n, —_— < =
0 q = ng Jn
en este caso se tiene 1 1
—n 7 —
—<-M = —>M
Vn vn
ahora bien
-1 -1 —v1 1
n-t_ n-1l _(MoVDWREVD _ oo
N vVn+1 vn+1
por lo tanto
Vi—1>M = n>M+1 = n>(M+1)>
Por la propiedad arquimediana existe ng € N tal que ng > (M + 1)2 de manera que
n>ng = n>(M+1)>?
= Vn>M+1
= vn—1>M
1 -1
L WAEDWE-D
Vn+1
n—1
= > M
Vn+1
n—1 n—1
= > > M
Vi T Vn+1
1—n
= < -M
LD
Por lo tanto
. 1—n
lim =—00
n—oo n
O
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Teorema 1. Si lim a,, = oo entonces
n— o0

1\
lim <1 + —> =e
n— o0 A,

Demostracion. Si lim a, = oo, sea m = [a,]. Entonces m < a,, < m+ 1 por lo tanto
n—oo

1 m 1 m 1 an 1 an 1 m+1
(1+oig) <(+n) <(+2) <(i+2) <(1+2)
m—+1 an an m m
1 m 1 an 1 m—+1
1 14— 14—
(i) <0ea) < (e3)

cuando tomando limites cuando n — oo en toda la desigualdad se tiene

1 m 1 m—1 1 —1 1 m—1 1 —1
Im (1+ = lim (1+ 1+ = Iim 1+ - lim (1+
n— o0 m—+1 n—00 m—+1 m+1 n—o0 m—+1 n—00 m+1

1 \! 1
=¢- lim <1+ ) =e- =e¢-1l=c¢
n—00 m—+1 HInn—)oo <1+ mi])

es decir

Por otro lado

m—+1 1 m 1 1
lim (1+> = lim (1—1—) - lim <1+> =e-(1)=e
n—o00 m n—oo m n—oo m
es decir

1 m 1 Qn m+1
e= lim <1+—) < lim (1+—> < lim (1+—) =
n—o00 m + 1 n—o00 [e2% n—o0 m

.. segun el teorema del compresiéon

1\
lim (1 + —) =e
n—oo [e2%

Si lim a, = —oco tomamos un = —a,,, como
n—oo
1 an 1 —un un 1 un
() ) @) ()
Qnp, un pun —1 pun —1
Asi que el limite buscado es:
1 an 1 un 1 pun—1 m,'til
Iim <1 + —> = lim (1 + ) = lim (1 + ) =
n——oo an [N — 00 un — 1 [N— 00 un —1

1 pn—1 1imyin— oo %
= lim (1+ =e
Lm—wo < un — 1) ]
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Ejemplo Calcular

Solucion Para esto se tiene que:

n\ 3 n\ 3
3\" 113 1@
lim <1+> = lim <[1+n] > = (h’rn {1—#"} ) :[6]3263

Ejemplo Si se tiene x € R™ entonces
n
lim (1 + E) =e"
n

n—0o0

Solucién En efecto pues

n #\°
lim (1+2)" = 1im ([1+H ) -
n— oo n Nn— 00 n

Ejemplo Si se tiene x € R~ entonces

3
J{»’T\
g5
| — |

—

+
g13| —
—_

83
N~
8

Il

)

8

Il

o

8

Solucién En efecto pues

n\ —T
—z\" 1|7 1
lfm (1+$> = lm | |14 — = B
n—o0o n n—o0o _ - er
= <1fmwo [1+4] )
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Subsucesiones '

Definicién 3. Dada una sucesion {a,} de numeros reales, definimos una subsucesion {a,, }C {an}

como una sucesion de la forma
anl? an27 ansv an47"'77 ank

donde los ny son nimeros naturales con
ny<ng <ng<..<ng

Ejemplo Vamos a mostrar que la sucesién de término general
1 n
ap =14+ —
= (+5)

Solucion Tenemos que los términos de la sucesion son:

es subsucesion de una sucesion (b,,)nen

1\! 1\? 1\? 1n\? 1\°
14 = 14 = 14 = 14 = 1+ —) .
(+3) - (1) () (5) - () -

que se pueden escribir

)

[SIC

1
2

4 6
1 1
14 - 14—

(1

L1y
8

dichos términos son una subsucesién de la sucesion de término general

(1)
n

lim b,, = lim a,
n—oo n—oo

Intuitivamente

es decir

1\" 1\" 1\"
lim (1 + ) = lim \/(1 + ) = \/ lim (1 + ) — \/é
n— 00 2n n— 00 n n—00 n

Necesitamos probar que esto es correcto.

Teorema 2. Intervalos Encajados Sea {I,,} una sucesion de intervalos cerrados no vacios I, = [an, by

tal que
L1 D1, 2 I3 D ... entonces

(1) I, = [a, 0]

D)

n=1

[e )

(2) Si lim (b, —a,) =0 entonces ﬂ]n es un punto

n—00
n=1
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Demostracion. Sea {I,} una sucesion de intervalos cerrados no vacios I, = [an, b,] con

1D, DI32..21,D..

L

ahora consideremos las sucesiones {a,} y {b,} de los puntos extremos de cada intervalo I,, y como son

encajados tenemos
a1 < a3 << ap < apg1 Sbpy1 Kby << b < by

Se tiene entonces que la sucesion {a,} es monotona creciente y acotada por superiormente por b; Se tiene
entonces que la sucesion {b,} es monotona creciente y acotada por inferiormente por a; por lo tanto

existen los limites

lim a,=a y lim b, =b
n—oo n—oo

por otro ladoVn € N, a, <, por tanto

Iim a, < lim b, = a<b

n—oo n—oo

Vamos a probar que

o0
ﬂ I, = [a, b
n=1
Sea x € [a,b] entonces Vn €N, a, <a <z <b<b, esdecir x € [, por tanto V n € N
[a,b] C I,
por lo tanto
[a,b] C ﬂ I,
n=1

Supongamos ahora que

Yy € ﬂ[n = VneN, a,<y<b,

n=1
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por lo tanto
Iima, <y< lim b, = a<y<b

n— oo n—oo

por lo tanto
() In C [a,0]
n=1

en consecuencia
oo
() In = [a,b]
n=1

Si suponemos ahora que

lim (b, —a,)=0 = lim b, — lim ¢, =0 = b—a=0 = a=0b
n—oo

n—oo n— oo

por lo anterior se tiene
o0

I, ={a}

n=1

Teorema 3. Bolzano Weierstrass Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente

Demostracion. Supongamos que la sucesion {a, } es acotada. Entonces existen A, B € Rtal queVn € N,
A<a,<B

Vamos a contruir una subsucesion {a,, } de {a,}
Sea ay, = a;.

Consideramos el intervalo cerrado [a1,b1] = [4, B]
llamemosle I y lo divido en dos partes iguales,

[ a1+b1] [a1+b1 ]
ay, ) ’ bl

2 2

en ambos existen una infinidad de elementos de {a,, } tomemos en uno de estos subintervalos un elemento
de {a,} y nombremosle a,, de tal manera que ny > n; a este subintervalo llamemosle Ir = [as,bs] y
notemos que

1
Iy clr y long ([az,ba]) = tong (la1, b1])

Vamos ahora a dividir en dos partes iguales I,

as + bo az + by
az, 2 ’ 2 ) b2

en ambos existen una infinidad de elementos de {a,,} tomemos en uno de estos subintervalos un elemento
de {a,} y nombremosle a,, de tal manera que nz > n2 a este subintervalo llamemosle I3 = [as, b3] y
notemos que

1 1
I, CI3 y long ([as,bs]) = ilong ([ag, b2]) = Zlong (la1,b1])
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continuando con este proceso contruimos una sucesion {Ij} tal que
L2b2I32..

y cada uno de estos subintervalos I}, = [ay, bg] contiene a,, con ny < ng < ... < np < Npgp1 < ...
de esta manera a,, es una subsucesion de a,, y cada subintervalo Ij tiene longitud

long ([ax,bg]) = %%long (far,ba])

Segun el principio de intervalos encajados

ﬁ I, ={L}

Decimos que

lim ap, =L
k—o0

pues V k € N, L € I, y también a,, € I} por lo que

1
|a’nk - L| < long ([akabk]) = 2167_110”9 ([alabl})
la cual es tan pequena como se desee a medida que k es grande, por lo tanto

lim a,, =L
k— o0
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