
Funciones Sucesiones

Sucesiones parte 7

Lema 1. Si {nk} es una sucesión estrictamente creciente de números naturales entonces

∀ k ∈ N, nk ≥ k

Demostración. La prueba es por inducción matemática
Tenemos que para k = 1 se tiene n1 ≥ 1 se cumple
supongamos que

nk ≥ k

a partir de ahi tenemos que
nk+1 > nk ≥ k

de lo anterior se tiene que nk > k + 1 ó nk = k + 1 en cualquier caso

nk+1 ≥ k + 1

Teorema 1. Una sucesión {an} converge hacia un número real L si y solo si toda subsucesión de {an}
converge hacia L

Demostración. (⇒)
Supongamos que {an} converge hacia L. Sea {ank} una subsucesión de {an} vamos a probar que {ank}
converge hacia L
Sea ε > 0 si {an} converge hacia un número real L

∃ n0 ∈ N tal que n > n0 entonces |an − L| < ε

entonces si
k > n0 ⇒ nk ≥ k ≥ n0 ⇒ |ank − L| < ε

por lo tanto {ank} converge hacia L
(⇐)
Supongamos que {ank} es una subsucesión de {an} tal que converge hacia L. Vamos a probar que {an}
converge hacia L
Sea ε > 0 si {ank} converge hacia un número real L

∃ n0 ∈ N tal que nk > n0 entonces |ank − L| <
ε

2

como {ank} converge hacia L entonces {ank} es una sucesión de Cauchy, Sea n ∈ N tal que

n > nk > n0 ⇒ |an − ank | <
ε

2

por lo tanto

|ank − L| <
ε

2
y |an − ank | <

ε

2

⇒ |ank − L+ an − ank | <
ε

2
+
ε

2
= ε
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⇒ |an − L| < ε

∴ ∀ n > k > n0 se tiene |an − L| < ε

por lo tanto
ĺım
n→∞

an = L

entonces si
k > n0 ⇒ nk ≥ k ≥ n0 ⇒ |ank − L| < ε

por lo tanto {ank} converge hacia L

Ejemplo Calcular

ĺım
n→∞

(
1 +

1

3n

)n
Solución Tenemos que los términos de la sucesión son:(

1 +
1

3

)1

,

(
1 +

1

6

)2

,

(
1 +

1

9

)3

,

(
1 +

1

12

)4

,

(
1 +

1

15

)5

, ...

que se pueden escribir[(
1 +

1

3

)3
] 1

3

,

[(
1 +

1

6

)6
] 1

3

,

[(
1 +

1

9

)9
] 1

3

,

[(
1 +

1

12

)12
] 1

3

,

[(
1 +

1

15

)15
] 1

3

, ...

dichos términos son una subsucesión de la sucesión de término general[(
1 +

1

n

)n] 1
3

por lo tanto

ĺım
n→∞

(
1 +

1

3n

)n
= ĺım
n→∞

[(
1 +

1

n

)n] 1
3

=

(
ĺım
n→∞

(
1 +

1

n

)n) 1
3

= e
1
3

Teorema 2. Una sucesión (an)n∈N diverge a +∞ si y solo si toda subsucesión (ank) ⊂ (an)n∈N diverge

a +∞

Demostración. Supongamos que (an)n∈N diverge a +∞ y (ank) es una subsucesión de (an)n∈N.
Sea M > 0 entonces existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 ⇒ an > M

ahora bien
k ≥ n0 ⇒ nk ≥ k ≥ n0 ⇒ ank > M

por lo tanto
ĺım
n→∞

ank = +∞
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De�nición 1. Sea a > 0, a 6= 1 de�nimos la función logaritmo base a

f(x) = loga x

como la función inversa de la función

g(x) = ax

esto es

y = loga x ⇔ ay = x

y en el caso de la función logaritmo base e

y = lnx ⇔ ey = x

Teorema 3. Dadas dos sucesiones {an} y {bn} tal que ĺım
n→∞

an = L1 y ĺım
n→∞

bn = L2 entonces:

ĺım
n→∞

logb an = logb L1

Demostración. Tenemos que

|logb an − logb L1| =
∣∣∣∣logb

an
L1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣logb

(
1 +

an − L1

L1

)∣∣∣∣
Sea b > 1. Dado ε > 0 existe Nε ∈ N tal que |an − L1| < L1(1− b−ε) para todo n > Nε
es decir

b−ε − 1 <
an − L1

L1
< 1− b−ε ⇒ b−ε < 1 +

an − L1

L1
< 2− b−ε < bε

La última desigualdad se justi�ca

1 < b ⇒ 1ε < bε ⇒ 0 < bε − 1 ⇒ bε − 1 < bε(bε − 1) ⇒ bε − 1

bε
< bε − 1

⇒ 1− 1

bε
< bε − 1 ⇒ 1− b−ε < bε − 1 ⇒ 2− b−ε < bε

⇒ −ε < logb

(
an − L1

L1

)
< ε⇒

∣∣∣∣logb
an
L1

∣∣∣∣ < ε⇒ |logb an − logb L1| < ε ∀n > Nε

Teorema 4. Dadas dos sucesiones {an} y {bn} tal que ĺım
n→∞

an = L1 y ĺım
n→∞

bn = L2 entonces:

ĺım
n→∞

aλn = Lλ1

Demostración. tenemos que

ĺım
n→∞

aλn = ĺım
n→∞

eln aλn = eĺımn→∞ ln aλn = eλ ln(ĺımn→∞ an) = eλ ln(L1) = elnLλ1 = Lλ1
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Teorema 5. Dadas dos sucesiones {an} y {bn} tal que ĺım
n→∞

an = L1 y ĺım
n→∞

bn = L2 entonces:

(c) ĺım
n→∞

abnn = LL2
1

Demostración. tenemos que

ĺım
n→∞

abnn = eĺımn→∞ ln(abnn ) = ebn ln(ĺımn→∞ an) = eL2 ln(L1) = elnL
L2
1 = LL2

1

Ejemplo Calcular

ĺım
n→∞

(
n3

n3 + 1

) 3n4+2
n

Solución para esto se tiene que:

ĺım
n→∞

(
n3

n3 + 1

) 3n4+2
n

= ĺım
n→∞

(
n3 + 1− 1

n3 + 1

) 3n4+2
n

= ĺım
n→∞

((
1 +

1

−1(n3 + 1)

)−1(n3+1)
) 3n4+2

−1(n3+1)n

=

(
ĺım
n→∞

(
1 +

1

−1(n3 + 1)

)−1(n3+1)
)ĺımn→∞

3n4+2

−1(n3+1)n

= e−3

Ejercicio Sea {an} una sucesión tal que
ĺım
n→∞

an = 1

y sea {bn} una sucesión tal que
ĺım
n→∞

bn =∞

pruebe que
ĺım
n→∞

abnn = eĺımn→∞ bn(an−1)

Solución De�nimos una sucesión {cn} de la siguiente manera

cn =
1

an − 1
∀ n ∈ N

por lo tanto

ĺım
n→∞

cn =
1

ĺımn→∞ an − 1
=∞

esto quiere decir

ĺım
n→∞

(
1 +

1

cn

)cn
= e
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por lo que

ĺım
n→∞

abnn = ĺım
n→∞

(1 + an − 1)bn = ĺım
n→∞

(
1 +

1
1

an−1

)bn
= ĺım
n→∞

(1 +
1
1

an−1

) 1
an−1

bn(an−1)

= ĺım
n→∞

[(
1 +

1

cn

)cn]bn(an−1)

=

[
ĺım
n→∞

(
1 +

1

cn

)cn]ĺımn→∞ bn(an−1)

= eĺımn→∞ bn(an−1)

Ejercicio Calcular

ĺım
n→∞

(
3 + n

8 + n

)6n−1

Solución En este caso hacemos

an =
3 + n

8 + n
⇒ ĺım

n→∞
an = ĺım

n→∞

3 + n

8 + n
= ĺım
n→∞

3
n + n

n
8
n + n

n

= 1

bn = 6n− 1 ĺım
n→∞

bn = ĺım
n→∞

6n− 1 =∞

por lo tanto

ĺım
n→∞

(
3 + n

8 + n

)6n−1

= eĺımn→∞(6n−1)( 3+n
8+n−1)

y en este caso

ĺım
n→∞

(6n− 1)

(
3 + n

8 + n
− 1

)
= ĺım
n→∞

−30n+ 5

8 + n
= ĺım
n→∞

−30n
n + 5

n
8
n + n

n

= −30

por lo tanto

ĺım
n→∞

(
3 + n

8 + n

)6n−1

= eĺımn→∞(6n−1)( 3+n
8+n−1) = e−30

Ejercicio Calcular

ĺım
n→∞

(
2n+ 1

2n+ 4

) n2

n+1

Solución En este caso hacemos

an =
2n+ 1

2n+ 4
⇒ ĺım

n→∞
an = ĺım

n→∞

2n+ 1

2n+ 4
= ĺım
n→∞

2n
n + 1

n
2n
n + 4

n

= 1

bn =
n2

n+ 1
ĺım
n→∞

bn = ĺım
n→∞

n2

n+ 1
= ĺım
n→∞

n2

n2

n
n2 + 1

n2

= ĺım
n→∞

1
1
n

= ĺım
n→∞

n =∞

por lo tanto

ĺım
n→∞

(
2n+ 1

2n+ 4

) n2

n+1

= e
ĺımn→∞

(
n2

n+1

)
( 2n+1

2n+4−1)
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y en este caso

ĺım
n→∞

(
n2

n+ 1

)(
2n+ 1

2n+ 4
− 1

)
= ĺım
n→∞

−3n2

2n2 + 6n+ 4
= ĺım
n→∞

−3n2

n2

2n2

n2 + 6n
n2 + 4

n2

= ĺım
n→∞

−3

2 + 6
n + 4

n2

= −3

2

por lo tanto

ĺım
n→∞

(
2n+ 1

2n+ 4

) n2

n+1

= e
ĺımn→∞

(
n2

n+1

)
( 2n+1

2n+4−1) = e−
3
2
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