Funciones Sucesiones

Sucesiones parte 7.

Lema 1. Si {ny} es una sucesion estrictamente creciente de nuimeros naturales entonces

VEeN, ng>k

Demostracion. La prueba es por induccién matemaética
Tenemos que para k = 1 se tiene n; > 1 se cumple
supongamos que

ni Z k

a partir de ahi tenemos que
Ng1 > Ng > k

de lo anterior se tiene que ny > k+ 1 6 ngp = k + 1 en cualquier caso
Ngy1 > k+1
O

Teorema 1. Una sucesion {a,} converge hacia un nimero real L si y solo si toda subsucesion de {ay}
converge hacia L

Demostracion. (=)

Supongamos que {a,} converge hacia L. Sea {a,, } una subsucesion de {a,} vamos a probar que {a,, }
converge hacia L

Sea € > 0 si {a,} converge hacia un nimero real L

Ino €N tal que n>ng entonces |a, —L| <e

entonces si
k>ny = np>k>ng = lan, — L] <e

por lo tanto {a,, } converge hacia L

(<)

Supongamos que {an,, } es una subsucesion de {a,} tal que converge hacia L. Vamos a probar que {a,}
converge hacia L

Sea € > 0 si {ay,, } converge hacia un namero real L

€
dng €N tal que ny >ng entonces |an, —L| < 3
como {ay, } converge hacia L entonces {an, } es una sucesion de Cauchy, Sea n € N tal que

€
n>ng>ng = |anfank|<§

por lo tanto
€ €
|a’nk 7L| < 5 ) |a’nia’nk| < 5
€

2

€
= |ank—L+anfank|<§+ =€
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= lap, —L| <e¢
Vn>k>ng se tiene |a, —L| <e
por lo tanto

lim a, =L
n—oo

entonces si
k>ng = np>k>ng = l|an, — L] <e

por lo tanto {a,, } converge hacia L O

1 n
lim <1 + )
n—00 3n

Solucién Tenemos que los términos de la sucesion son:

1 2 3 4 5
1 1 1 1 1
1+ = 1+ = 1+ = 1+ — 1+ —
(e5) - () (vg) - () (1)
que se pueden escribir
1\ 6 1\? 1\12]° 1\15]3
1+ = 14+ = 1+ — 1+ —
(5) | (0es) | () | () |

Ejemplo Calcular

1
3

Wl

1
3

) ) i

=)

dichos términos son una subsucesiéon de la sucesiéon de término general
1\"]%
(2]
n
1\" 1\"? 1\™\?
lim <1+> = lim {<1+> ] = (lim (1+> >
n—oo 37’7, n—oo n n—00 n

Teorema 2. Una sucesion (ap)nen diverge a +0o si y solo si toda subsucesion (an, ) C (an)nen diverge
a +00

por lo tanto

Demostracion. Supongamos que (ap)nen diverge a +00 v (a,, ) es una subsucesion de (ay)nen-
Sea M > 0 entonces existe ng € N tal que

n>nyg = a, >M

ahora bien
k>ng = ng>k>ng = an, >M

por lo tanto
lim a,, = +o0

O
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Definicién 1. Sea a > 0, a # 1 definimos la funcion logaritmo base a
f(z) =log, x

como la funcién inversa de la funcion
x

g(z) =a

esto es
y=log,z & ady=1z

y en el caso de la funcién logaritmo base e
y=lnzr & ==z
Teorema 3. Dadas dos sucesiones {a,} y {bn} tal que lim A, = L; y lim bn = Lo entonces:
n— o0 n—oo
lim log, a,, = logy, L4
n—oo

Demostracion. Tenemos que

llogy, a, —logy, L1| =

an_Ll
I 1+ —
Ogb( - Ly >’

Sea b > 1. Dado € > 0 existe N, € N tal que |a,, — L1| < L1(1 — b~¢) para todo n > N,
es decir

1 Qn,
og, — | =
8 I

an — Ly _ _ an — Ly
— <1 -0 =<l —
L1 * Ll

La ultima desigualdad se justifica

b —-1< <2-b"°<b

bc—1
be

1<b = 1°<b* = 0<b°—1 = b°—1<b(b°—1) = <b -1

= 1—é<b6—1 = 1-b°“<b -1 = 2—-b°<b*

n_L n
= —e < log, (aLl) <e= logbZ‘ < €= |logyan —logy L1] <€ ¥n > N,
1 1

O
Teorema 4. Dadas dos sucesiones {an} y {bn} tal que lim A, = L; y lim bn = Lo entonces:
n—oo n—r00
lim a) = L}
Jim = L3
Demostracion. tenemos que
lm ¢ = lim elnag _ elfmn%olnag — An(imp oo an) _ AIn(L1) _ elnLi‘ — I
n—oo n— o0 1
O
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Teorema 5. Dadas dos sucesiones {a,} y {bn} tal que lim A, = L; y lim bn = Lo entonces:
n—oo n—oo

() lim alp = Lt

Demostracion. tenemos que

lim ab" — elimnﬁ(x,ln(al:,’”) _ eb" In(limy,— 00 an) _ eLg In(L1) — eln LIL2 — LLz
n—oo n 1
O
Ejemplo Calcular
3nti2
n3 ™
Ii —_
Solucién para esto se tiene que:
s e 1)\ TGS
) n3 " , n3 +1-1 " . 1
lim ( —— = lim (| —— = lim 1+ ———— =
n—oo \ n3 +1 n—oo n3 +1 n—oo —]_(’n,?’ —+ ]_)
s 1My o0 —220t2
1 —1(n°+1) N 13 +1)n
lm (14 ———— =e3
ne ( “1(nd + 1>>
Ejercicio Sea {a,} una sucesion tal que
Iim a, =1
n—oo
y sea {b,} una sucesion tal que
lim b, =
n—o0
pruebe que
lfm ab" _ 6ll'mnﬁoo bn(an—1)
n—oo n
Solucién Definimos una sucesion {c, } de la siguiente manera
Cp = VneN
a, —1
por lo tanto
, 1
Ime¢,=—-————=00
n—00 lim,, o0 Gy, — 1
esto quiere decir
1\
lim (1 + ) =e
n—o00 Cn
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por lo que
br 1 I bn(an_l)
b , b , 1 , I
lim a," = lim (1+a, —1)" = lim (14 —— = lim 1+ —
n— 00 n— 00 n— o0 a1 n— 00 an 1

1\ bn(an—1) 1\ 1My, s 00 by (an—1)
= lim [(1 + ) } = {h’m (1 4 ) } — lMn—oo bn(an—1)
n—oo Cpn, n—o0 Cp,
Ejercicio Calcular
3 +n 6n—1
lim ( >
Solucién En este caso hacemos
3 3 24z
4 =" o Ymoa, = lim S = i 2o
bp=6n—1 1lim b, = lim 6n—1=o00
n— oo n—oo
por lo tanto
6n—1
1 (3 + n) n _ eh’mn‘)m(ﬁnfl)(%*l)
n—oo \ 8 +1n
y en este caso
3 —30n+5 =30n 4 5
lim (6n—1) (257 1) = lim T2 _ gy o T g
por lo tanto
6n—1
i (2" _ QMmoo (6n-1) (32 1) _ 30
n—oo \ 8 +n
Ejercicio Calcular
n2
i 2n + 1\ 1
im
Solucién En este caso hacemos
2n + 1 . . 2n+1 nyl
n =g~ = M an = lim oo = T 4" 1
2 2 n?
s 1
b, = i lim b,, = lim = lim n”21:h’mT:1imn:oo

por lo tanto

o (201 o
1m =
n—oo \ 2n —+ 4 ¢

2

2
. n 2n+1
limp, 00 <n+1 ) ( 2n+4 71)
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y en este caso

I n2 2n +1 1 y —3n? i 7332 i -3
1m — = lim —— = llm —————— = lim —
n—oo \ 1 + 1 2n+4 n—oo 2n2 + 6n + 4 n—)oo%lL;_Fi_’;_F% n—>002+%+—7i12

por lo tanto
2

i (2REEY T gt (25) (B 1) _ -3
n—oo \ 2n + 4
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